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Cap. 3 – SPAZI VETTORIALI, SPAZI EUCLIDEI 
&3.1 – Strutture algebriche: gruppo, anello, corpo, campo
Cominciamo col porre la seguente definizione.

Def. 3.1.1 – Se A è un insieme non vuoto, dicesi legge di composizione interna o operazione interna su A ogni funzione  

ω : A x A [image: image1.wmf]®
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L’unico elemento di A, corrispondente di (a,b) in ω, si indica con aωb. 

Poiché le usuali operazioni di addizione e di moltiplicazione definite in N, Z, Q, R sono tutte esempi di operazioni interne, con un abuso di notazione, si potrà continuare a indicare con + o con 
[image: image3.emf]








×

 la generica operazione interna definita su un insieme qualsiasi (il significato, ovvero la definizione di + e 
[image: image4.emf]
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, dipenderà evidentemente dal particolare caso considerato).

Ciò premesso, poniamo le seguenti ulteriori definizioni.

Def. 3.1.2 - Dicesi struttura algebrica ogni insieme non vuoto A dotato di una operazione interna ω. 

La struttura algebrica si denota con (A, ω), dove A è un insieme non vuoto e ω è l’ operazione interna definita su A. 

Def. 3.1.3 – Se (A, ω) è una struttura algebrica e se [image: image5.wmf]A
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Non tutte le strutture algebriche sono dotate di elemento neutro rispetto all’operazione interna. Sussiste però la seguente proposizione.

Prop. 3.1.1 – Se in (A, ω) esiste un elemento neutro, esso è unico.

Dim. Sia e un elemento neutro di A rispetto ad  ω [image: image7.wmf]î
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Se e’ è un ulteriore elemento neutro di A per ω[image: image8.wmf]î
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e quindi:
e’ = (per la (1), considerando e come elemento neutro) e’ωe = (per la (4), considerando e’ come elemento neutro) = e [image: image9.wmf].
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Dunque, quando esiste, l’elemento neutro è unico.  

Def. 3.1.4 – Se (A, ω) è una struttura algebrica dotata di elemento neutro e e se a [image: image10.wmf]Î

 A, si dice che a è simmetrizzabile per ω se
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Un tale a’ dicesi simmetrico di a rispetto a ω.
 È bene osservare che non tutti gli elementi di una struttura algebrica sono dotati di elemento simmetrico e, inoltre, non è detto che quando esso esiste esso sia unico.
Esistono, tuttavia, strutture algebriche dotate non solo di elemento neutro ma anche tali che ogni loro elemento sia dotato di elemento simmetrico.
Sussiste la seguente definizione.
Def. 3.1.5 – Se (A, ω) è una struttura algebrica, si dice che (A, ω) è un gruppo se esso verifica le seguenti proprietà:
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(ω è associativa)
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(esiste l’elemento neutro per ω)
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(esiste l’elemento simmetrico per ω)
Per i gruppi vale la seguente fondamentale proprietà.

Prop. 3.1.2 – Se (A, ω) è un gruppo, ogni elemento di A ha un unico simmetrico.

Dim. Per la proprietà 3 di gruppo, ogni elemento di A è dotato di simmetrico. 

Dimostriamo che esso è unico. Se a’ e a’’ sono due simmetrici di a, per definizione di simmetrico, si ha:
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quindi:
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Osservazioni: 

a) Se l’operazione interna è indicata con +, l’elemento neutro si suole indicare con 0 mentre l’elemento simmetrico di a si suole indicare con – a e dicesi opposto di a.

b) Se l’operazione interna è indicata con [image: image17.wmf]*

, l’elemento neutro si suole indicare con 1 mentre l’elemento simmetrico di a si indica con a-1 e dicesi inverso o reciproco di a.
Di più:

Def. 3.1.6 – Se (A, ω) è un gruppo, si dice che (A, ω) è un gruppo abeliano o gruppo commutativo, se l’operazione interna ω è commutativa, cioè tale che
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Esempi di gruppo abeliano sono:

1. (Z, +) , dove + è l’usuale addizione fra interi relativi;

2. (Q, +), dove + è l’usuale addizione fra i numeri razionali relativi;

3. (R, +), dove + è l’usuale addizione fra i numeri reali;

4. (Rn, +), dove + è l’usuale addizione fra n-ple;

5. (Mm,n, +), dove Mm,n è l’insieme delle matrici di ordine mxn e + l’usuale addizione fra matrici;

6. (Mn, +), dove Mn è l’insieme delle matrici quadrate di ordine n e + è l’usuale addizione fra matrici quadrate.

Si osservi esplicitamente che (N, +) non è un gruppo poiché non vale la terza proprietà di gruppo: [image: image19.wmf].
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Def. 3.1.7 – Se (A,ω) è un gruppo e se A’ è un sottoinsieme proprio di A, si dice che A’ è un sottogruppo di A se A’ munito della legge di composizione interna di A è un gruppo, ovvero se 
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tale che 
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Esempio:  (Z,+) è un sottogruppo (abeliano) di (R,+).

Poiché su un insieme è possibile definire più operazioni interne, per tali insiemi si pongono le seguenti ulteriori definizioni.

Def. 3.1.8 – Se A è un insieme su cui sono definite due operazioni interne, indicate con + e con
[image: image25.emf]
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, si dice che (A,+, 
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) è un anello se:

1) (A,+) è un gruppo abeliano :
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)

(

)

(

:

,

,

c

b

a

c

b

a

A

c

b

a

+

+

=

+

+

Î

"

                             (prop. associativa)
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1.4 [image: image30.wmf];

:

,

a

b

b

a

A

b

a

+

=

+

Î

"




            (prop. commutativa di + )

       2.1 
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Def. 3.1.9 – Si dice che (A, +, 
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) è un corpo se:

1. (A,+, 
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2. Ogni elemento di A, diverso dall’elemento neutro 0 per +, è simmetrizzabile  per la                          
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Infine, si pone la seguente definizione.

Def. 3.1.10 – Si dice che (A, +, 
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) è un campo se:

1. (A, +, 
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Sussiste la seguente proprietà.

Prop. 3.1.3 – Se (A, +, 
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) è un campo, si dimostra che:
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Dim. (a)  
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Analogamente: 
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Dim. (b) 
(b1) Dimostriamo la condizione necessaria: se 
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Sia 
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1. Se a = 0  la tesi è verificata.
2. Se, invece, a [image: image57.wmf]¹
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(b2) Dimostriamo la condizione sufficiente: se 
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Se a = 0
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Analogamente si ragiona se b = 0.

Esempi e contro esempi notevoli di campo sono:

1) (Q,+,[image: image62.wmf]*

) è un campo.

2) (R,+,[image: image63.wmf]*

) è un campo.

3) (Mn, +, ) delle sole matrici non singolari è un corpo, ma non un campo.

4) (Z, +,[image: image64.wmf]*

) non è un campo perché non è un corpo: gli elementi di Z non hanno elementi simmetrici per la moltiplicazione appartenenti a Z.

&3.2 – Spazi vettoriali

Poniamo le seguenti definizioni.

Def. 3.2.1 – Se K e V sono due insiemi non vuoti, si dice operazione esterna su V avente K come dominio degli operatori ogni funzione 
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cioè tale che ad ogni coppia ordinata (k, v) di K[image: image67.wmf]´

V associa un unico elemento dell’insieme V.
L’immagine di (k, v) in ω, ω(k,v), si indica con kωv o anche con k∙v. 

Def. 2.2 – Se K è un campo e se V è un insieme non vuoto dotato di una operazione interna + e di una operazione esterna ∙ avente K come dominio degli operatori, si dice che V è uno spazio vettoriale su K se e solo se sono verificate le seguenti proprietà:

(V, +) è un gruppo abeliano, ovvero la legge di composizione interna + verifica le seguenti proprietà:
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e, inoltre, la legge di composizione esterna ∙ verifica le seguenti ulteriori proprietà:
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, dove 1K è l’elemento neutro di K per la moltiplicazione.

Lo spazio vettoriale V, avente K come insieme degli operatori, si indica con V(K) e si legge “V spazio vettoriale su K”: gli elementi di V si dicono vettori mentre gli elementi di K si dicono scalari. 

Per gli spazi vettoriali, sussistono le seguenti proprietà.

Prop. 3.2.1 – Se V(K) è uno spazio vettoriale su K, si dimostra che:

1) [image: image76.wmf],

0

0

:

V

K

v

V

v

=

×

Î

"


2) [image: image77.wmf],

0

0

:

V

V

h

K

h

=

×

Î

"


3) [image: image78.wmf]V

K

V

v

h

hv

0

0

0

=

Ú

=

Û

=

  (legge di annullamento del prodotto esterno)
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Dim.(2) 
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Dim.(3) 

Dimostriamo la C.N.: [image: image82.wmf])
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I casi che si possono presentare sono due:

a) h = 0 e l’asserto è vero;

oppure: 

b) [image: image83.wmf].
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Dimostriamo la C. S.: [image: image84.wmf]V
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È un’ovvia conseguenza della (1) e della (2).
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Esempi notevoli di spazio vettoriale

[1] Sia V l’insieme dei vettori geometrici del piano/spazio: in tale insieme sono definite due operazioni una interna e una esterna che ha l’insieme R come dominio degli operatori.

L’operazione interna, indicata con +, è così definita
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dove + è l’usuale operazione di somma di vettori, mentre l’operazione esterna, indicata con ∙, è così definita
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dove ∙ è l’usuale prodotto di uno scalare per un vettore.

Come sappiamo, l’operazione interna + fra vettori gode delle proprietà:

1. associativa,
2. di esistenza dell’elemento neutro (il vettore nullo),
3. di esistenza dell’elemento simmetrico per + (il vettore – v),
4. commutativa

così che (V, +) è un gruppo abeliano.

       L’operazione esterna gode della proprietà:

5. distributiva degli scalari rispetto alla somma di vettori;

6. distributiva dei vettori rispetto alla somma di scalari;

7. associativa degli scalari;

8. 
[image: image90.emf]YvevVv:
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Dunque, V è uno spazio vettoriale sul campo R, cioè V(R).

[2] L’insieme R, dotato delle usuali operazioni di addizione e moltiplicazione, è uno spazio vettoriale su sé stesso, avente la usuale + come operazione interna e la usuale ∙ come operazione esterna avente R medesimo come dominio degli operatori.
[3] L’insieme Rn, munito delle seguenti due operazioni:

a) 
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b) 
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è uno spazio vettoriale su R, Rn(R). 
In quanto tale, deve risultare:

(I) (Rn, +) un gruppo abeliano 
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(II) (Rn, [image: image97.wmf]*

) verifica le ulteriori proprietà
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[5] L’insieme delle matrici di ordine m∙n, Mm,n, munito delle usuali operazioni di somma fra matrici e di prodotto per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R: Mm,n[R].

[6] L’insieme delle matrici quadrate di ordine n, Mn, munito delle usuali operazioni di somma fra matrici e di prodotto per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R: Mn[R].

 [7] L’insieme V = [image: image99.wmf]{
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, formato da un solo elemento, dotato delle leggi di composizione così definite:
a) v + v = v
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è uno spazio vettoriale su R, cioè  [image: image101.wmf]{
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v

(R).

&3 – Sottospazi vettoriali, dipendenza e indipendenza lineare, basi

Def. 3.3.1 – Se (V, +, *) è uno spazio vettoriale su K e se V’ [image: image102.wmf]Í

 V non vuoto, si dice che V’ è un sottospazio vettoriale di V se V’ dotato delle leggi + e ∙ di V è uno spazio vettoriale su K (verifica, cioè, le proprietà da SV1 a SV8 di spazio vettoriale).

Per indicare che V’ è un sottospazio di V(K), si scrive V’[image: image103.wmf]£

 V.
Sussiste la seguente proprietà che caratterizza i sottospazi vettoriali.
Prop. 3.3.1 – C.N.S. affinché V’ [image: image104.wmf]Í

 V sia un sottospazio di V(K), V’[image: image105.wmf]£

 V, è che:
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                (V’ è chiuso per +)

2) 
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     (V’ è chiuso per ∙)
La dimostrazione è ovvia.

Esempi di sottospazi

1) Se V(K) è uno spazio vettoriale su K e se 0 è l’elemento neutro di V(K) per +, allora V’ = [image: image108.wmf]{

}

0

 è un sottospazio di V detto sottospazio banale di V.

2) Se V(K) è uno spazio vettoriale su K, allora V’ = V è un sottospazio di V: tale sottospazio è detto sottospazio improprio di V(K).

Osservazione: Da (1) e (2) si deduce che ogni spazio vettoriale ha almeno due sottospazi: il sottospazio banale [image: image109.wmf]{

}

0

 e il sottospazio improprio V.

3) L’insieme delle matrici triangolari, Tn, è un sottospazio di Mn(R).

4) L’insieme delle matrici diagonali, Dn, è un sottospazio di Mn(R).
Vettori linearmente dipendenti, indipendenti

Def. 3.3.2 – Se V(K) uno spazio vettoriale su K , (v1, v2, …, vn)  sono n vettori di V(K) e  h1,h2,..,hn sono n scalari di K, allora 
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dicesi combinazione lineare degli n vettori.

Gli scalari h1, h2,..,hn, che compaiono nella combinazione, si dicono coefficienti della combinazione lineare.  

Def. 3.3.3 – Si dice che un sistema di vettori {v1, v2, …, vn} di V(K) è linearmente dipendente se: 
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In tal caso si dice che l’insieme S = [image: image112.wmf]{

v1, v2, …, vn[image: image113.wmf]}

 è un sistema di vettori legato di V(K).
Def. 3.3.4 – Si diceche un sistema di vettori {v1, v2, …, vn} di V(K) è linearmente indipendente se: 

non esiste [image: image114.wmf]'
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 h1 ∙ v1 + h2 ∙ v2 + …+ hn ∙ vn = 0 [image: image115.wmf]
ovvero, quando 

h1 ∙ v1 + h2 ∙ v2 + …+ hn ∙ vn = 0 solo se h1 = h2 = …= hn = 0.

In tal caso si dice che l’insieme S = {v1, v2, …, vn} è un sistema di vettori libero di V(K).
Per i sistemi di vettori L.D. sussistono le seguenti proprietà.

Prop. 3.3.2 – Se S = {v1, v2, …, vn}  è un sistema di vettori di V[K], si dimostra che:

1) se [image: image116.wmf]Þ
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S è un sistema di vettori linearmente dipendente;

2) se S è un sistema di vettori linearmente dipendenti, allora ogni altro sistema di      

          vettori S’ contenente S è un sistema di vettori linearmente dipendenti, cioè:      
     (S linearmente di vettori linearmente dipendenti) [image: image117.wmf]'
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 è un sistema di        

     vettori linearmente dipendenti)
3) S è un sistema di vettori linearmente dipendenti se e solo se esiste almeno un vettore di S che è combinazione lineare dei rimanenti.
Dim. (1)  Sia vi = 0, allora: 
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è un sistema di vettori L.D.
Dim. (2) Sia S = {v1, v2, …, vn} un sistema di vettori L.D e sia S’ un sistema di vettori contenente S, 
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Poiché S è un sistema di vettori L.D., 
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e ciò dimostra che il sistema S’, contenente S, è anch’esso un sistema di vettori L.D.

Dim. (3) 

a) Dimostriamo la C.N.:

(S sistema di vettori L.D.) [image: image123.emf]
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(esiste un vettore di S che è una c.l. dei rimanenti).

Poiché S è un sistema di vettori L.D., 
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b) Dimostriamo la C.S.: 
(Se esiste un vettore di S che è una c.l. dei rimanenti) [image: image125.emf]
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S è un sistema di vettori L.D.
Per i sistemi di vettori L.I. sussistono le seguenti proprietà. 

Prop. 3.3.3 – Se S = {v1, v2, …, vn}  è un sistema di vettori di V(K), si dimostra che:
1) Se [image: image128.wmf]{
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S è un sistema di vettori linearmente indipendenti;

      2) Se S è un sistema di vettori L.I., allora ogni altro sistema di vettori contenuto in S è un
          sistema di vettori L.I., cioè: [image: image130.wmf]'

:

'

S

S

S

Í

"

 sistema di vettori L.I.;
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 è un sistema di vettori linearmente indipendenti, nessuno dei   

    vettori di S è combinazione lineare dei rimanenti vettori.

Dim. (1) – Sia [image: image132.emf]v=0
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Dim. (2) – Ragioniamo per assurdo supponendo che [image: image136.emf]!
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[image: image138.emf]=S = {vl,vz,...,vn}
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è un sistema di vettori L.D., contro l’ipotesi he S è sistema di vettori L.I.

Dim. (3) – Ragioniamo per assurdo supponendo che 
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[image: image140.emf]=S = {vl,vz,...,vn}
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è un sistema di vettori L.D., contro l’ipotesi he S è sistema di vettori L.I.

Sottospazi generati, Sistemi di generatori

Prop. 3.3.4 – Se  [image: image141.wmf]{
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 è un sistema di vettori di V(K) e se U è l’insieme di tutti i vettori di V(K) che sono combinazione lineare dei vettori di S, 
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si dimostra che U è un sottospazio vettoriale di V, U[image: image143.wmf]£

 V[K].

Dim. Dobbiamo dimostrare che:
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1) U [image: image145.wmf]Æ
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Dunque, v + v’ [image: image150.wmf]U
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3) [image: image151.wmf]U

v

h

U

v

K

h

Î

×

Î

"

Ù

Î

"

:
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, in quanto risulta una combinazione degli elementi di S.

Def . 3.5 – Se U è il sottospazio di V(K) formato da tutte le possibili combinazioni lineari di un sistema di vettori [image: image156.wmf]{
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allora:

1. U dicesi sottospazio di V generato da S = [image: image158.wmf]{
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2. l’insieme [image: image159.wmf]{

}

n

v

v

v

S

,...,

,

2

1

=

 dicesi sistema di generatori del sottospazio U. 

Per indicare che U è il sottospazio generato da [image: image160.wmf]{
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, si scrive:

U = L(v1, v2,…,vn).
Il sottospazio U dicesi finitamente generato se il numero di vettori che genera U è finito.

Esempio di sottospazio finitamente generato

Nello spazio Rn , poiché ogni vettore v = (x1, x2, …, xn)[image: image161.wmf]n
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 si può esprimere come segue

v = (x1, x2, …, xn) = x1(1,0,…,0) + x2(0,1,0,..,0) + …+ xn(0, 0,…,1)
si deduce che ogni vettore di Rn è una combinazione lineare degli n vettori

e1 = (1,0,…,0), e2 = (0,1,0,…,0), …., en = (0,0,…,0,1).

Dunque, Rn è un sottospazio di sé stesso, finitamente generato, avente 

(e1, e2, …, en)

come sistema di generatori, cioè 

Rn = L(e1, e2, …, en).

Base di uno spazio vettoriale
Def. 3.3.6 – Sia V(K) uno spazio vettoriale e sia S = [image: image162.wmf]{
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 è una base dello spazio V[K] se e solo se sono vere le seguenti due condizioni:

1. S è un sistema di generatori per V[K];

2. S è un sistema di vettori linearmente indipendenti.

Ogni base di V[K] si indica con B; inoltre, se la base B è ordinata, allora B dicesi riferimento di V(K).

Prop. 3.3.5 – Se  B = [image: image164.wmf]{
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Dim. Tale proprietà consegue immediatamente dal fatto che B è un sistema di generatori di V linearmente indipendenti.
Infatti, poiché B = [image: image166.wmf]{
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Dimostriamo ora che la combinazione lineare  di v è unica. 

Infatti, se:   
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(poichè I vettori della base sono L.I.) 
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Def. 3.3.7 – Se B = [image: image171.wmf]{
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Osservato che ogni spazio vettoriale ha almeno una base, sussistono le seguenti ulteriori proprietà. 

Prop. 3.3.6.1 - Ogni base di uno spazio vettoriale V[K] è un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti di V[K].
Dim. Sia B = [image: image173.wmf]{
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 una base di V[K]. Poiché B è un sistema di generatori di V[K], 
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[image: image175.emf]S= {v,vl,vz,...,vn}
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è un sistema di vettori L.D. e ciò mostra che n è il massimo numero di vettori L.I. di V[K].
Prop. 3.3.6.2 - Se V(K) è uno spazio finitamente generato, tutte le basi hanno lo stesso numero di vettori.
Dim. Se B1 = [image: image176.wmf]{
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sono due basi di V[K], per la prop. 2 deve essere 
[image: image178.emf]m=snAnsm=n=m
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Dunque, le basi di uno spazio vettoriale hanno lo stesso numero di elementi.
Tale ultima proprietà giustifica la seguente definizione.

Def. 3.3.8 – Se V(K) è uno spazio vettoriale finitamente generato, dicesi dimensione di V(K)  il numero n di vettori di una qualunque sua base. 
In tal caso, per indicare che V[K] ha dimensione n, si scrive dim (V) = n.  

Esempi 

1. Lo spazio vettoriale V = [image: image179.wmf]{

}

0

 ha dimensione finita zero, dim ([image: image180.wmf]{
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0

) = 0.

2. Lo spazio vettoriale Rn[R] ha dimensione finita n, dim (Rn) = n.
Nel seguito faremo sempre riferimento a spazi vettoriali di dimensione finita.

Osservazione – E’ bene osservare che mentre ogni base è un sistema di generatori di uno spazio vettoriale in generale non è detto che un sistema di generatori sia una base dello spazio vettoriale: sarà una base solo se i vettori sono L.I.
Prop. 3.3.7 – (Teorema del completamento della base)

Se V(K) è uno spazio vettoriale di dimensione n, dim V = n, e se v1, v2,…,vr sono r [image: image181.wmf]<

 n  vettori linearmente indipendenti di V, allora è possibile determinare n – r vettori

vr+1, vr+2,…,vn,
tali che B = [image: image182.wmf]{
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 sia una base di V[K].
Prop. 3.3.8 – Se V(K) è uno spazio vettoriale di dimensione finita e se V’ è un sottospazio di V(K), allora:

a) V’ ha dimensione finita ed è dim (V’) [image: image183.wmf]£

 dim (V)

b) dim(V’) = dim(V) 
[image: image184.emf]
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Operazioni con i sottospazi

Prop. 3.3.9 – Se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dimostra che il sottoinsieme di V(K) così definito 
[image: image185.wmf]{
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munito delle leggi di composizione di V[K], è un sottospazio di V[K] che dicesi sottospazio intersezione di W1 e W2.
Dim. 
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Dunque, [image: image189.emf]W,NW,
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è un sottospazio vettoriale di V(K).

Prop. 3.3.10 - Se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dimostra che il sottoinsieme di V(K) così definito 

[image: image190.wmf]{
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è un sottospazio vettoriale di V[K] che dicesi sottospazio somma di W1 e W2.

Dim.

(1) Poichè
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Dunque, [image: image195.emf]W, +W,
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Prop. 3.3.11 – (Teorema di Grassmann o della dimensione del sottospazio somma)

Se V è uno spazio vettoriale di dimensione n e se W1 e W2 sono due sottospazi di V, allora W1 + W2 è un sottospazio vettoriale di V tale che
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In particolare, se W1 [image: image197.wmf]Ç

W2 = [image: image198.wmf]{
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In tal caso, la somma dei due sottospazi di V[K] si dice somma diretta e si indica con 
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Si pone, dunque, la seguente definizione.

Def. 3.3.9 – Se V è uno spazio vettoriale e se W1 e W2 sono due sottospazi di V, si dice che V è somma diretta di W1 e W2 e si scrive 

V = [image: image201.wmf]2
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1. V = W1 + W2
2. W1 [image: image202.wmf]Ç

W2 = [image: image203.wmf]{
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In tal caso, si dice che W2 è il sottospazio supplementare di W1 in V.

Prop. 3.3.12 – Se V è uno spazio vettoriale e se W1 e W2 sono due sottospazi supplementari di V, V = [image: image204.wmf]2
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, cioè ogni vettore di V è esprimibile in uno e un solo modo come somma di vettori di W1 e W2.
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Dim.(2) Poiché 
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Dimostriamo l’unicità. Se 
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Dunque, è unica la decomposizione di ogni vettore di V nella somma di due vettori di W1 e W2.

Prop. 3.3.13 – Se W1 e W2 sono due sottospazi vettoriali di V(K) e se B1={u1, u2,…,up} una base di W1  e B2={w1, w2,…,wr} una base di W2, si dimostra che:

a) B={u1, u2,…,up, w1, w2,…,wr} è un sistema di generatori di   U = W1 + W2 ;
b) se 
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 B = {u1, u2,…,up, w1, w2,…,wr} è una base di U.
Dim. a) Sia U = W1 + W2. Allora [image: image215.emf]YueU, 3w, €W Adw, EW,3'u=w, +w,.
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Inoltre, poiché B1 è una base di W1, 
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e poiché B2 è una base di W2,

[image: image217.emf]3|k kysennsk, ) E K 3wy =kyw, +kyw, + 4 kW,
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Pertanto
[image: image218.emf]Vue W +W, 1u=hu +hu, +...+ hu, + kw, +k,w, +...+kw, = U = LU, Uy, h), W), W, e, W,
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Dim. b) Poiché 
[image: image219.emf]U=W,®W,
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, per il teorema della dimensione si ha:

dim U  = dim W1+ dim W2 = p + r [image: image220.emf]= B= {ul,uz,...,up,wl,wz,...,wr}
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 è una base di U.
&3.4 – Cambiamento di base in uno spazio vettoriale
Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione n e siano B = [image: image221.wmf]{
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Poiché B = [image: image223.wmf]{
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(1) [image: image224.wmf]n
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dove (x1, x2,…, xn) sono le componenti di v nella base B.

Analogamente, poiché B’ =[image: image225.wmf]{
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(2) [image: image226.wmf]n
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dove (x’1, x’2,…, x’n) sono le componenti di v nella base B’.
Di conseguenza poiché i vettori [image: image227.wmf]{
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 della base B’ sono anch’essi elementi di V, ogni elemento di B’ si può esprimere come combinazione degli elementi della base B, cioè

(3) [image: image228.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

e

a

e

a

e

a

e

e

a

e

a

e

a

e

e

a

e

a

e

a

e

...

'

...

...

'

...

'

2

2

1

1

2

2

22

1

12

2

1

2

21

1

11

1


dove gli scalari aij sono le componenti dei vettori della base B’ rispetto alla base B.
Sostituendo le equazioni della (3) nella (2), si ha che ogni vettore v di V può così esprimersi:

v = x’1(a11e1 + a21e2+…+an1en) + x’2(a12e1 + a22e2+…+an2en) + …+ x’n(a1ne1 + a2ne2+…+annen) = (a11x’1 + a12x’2 +…+a1nx’n)∙e1 + (a21x’1 + a22x’2 +…+a2nx’n)∙e2 + …+ (an1x’1 + an2x’2 +…+annx’n)∙en [image: image229.wmf]Û

 

v = (a11x’1 + a12x’2 +…+a1nx’n)∙e1 + (a21x’1 + a22x’2 +…+a2nx’n)∙e2 + …+ (an1x’1 + an2x’2 +…+annx’n)∙en .
E’ questa una nuova espressione del vettore v nella base B. 
Poichè é anche  
[image: image230.wmf]n
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nella base B, per l’unicità delle componenti si ha:

(4) [image: image231.wmf]ï
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Queste relazioni si dicono equazioni di trasformazione delle componenti di un vettore dalla base B alla base B’ (formule di passaggio dalla base  B alla base B’).
Se indichiamo con:

· X il vettore colonna delle componenti v nella base B,    X = [image: image232.wmf]n
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· X’ il vettore colonna delle componenti v nella base B’, X’ = [image: image233.wmf]n
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· P la matrice avente per colonne le componenti della base di B’ rispetto 
alla base B, [image: image234.wmf]nn

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

P

..

..

..

..

..

..

..

2

1

2

22

21

1

12

11

=

,
le precedenti equazioni della trasformazione delle componenti di v si possono scrivere nella forma matriciale (compatta) 

(5) X = P∙X’

La matrice P, avente per colonne le componenti dei vettori e’i nella base B, dicesi matrice di passaggio da B a B’.
Inoltre, poiché la matrice P è non singolare, essendo formata dai vettori e’i linearmente indipendenti, essa è invertibile.
Detta P-1 l’inversa di P, si ha:

X = P∙X’ [image: image235.wmf]Þ

P-1∙X = P-1∙P∙X’[image: image236.wmf]Þ

 P-1∙X = X’

Dunque:

(6)  X’ = P-1∙X.
E’ questa l’equazione matriciale per il passaggio dalla base B’ alla base B’: la matrice   P-1, detta matrice di passaggio da B’ alla base B, è l’inversa di P ed ha per colonne le componenti dei vettori ei della base B rispetto alla base B’.
&3.5 – Autovalori, autovettori, autospazi di matrici reali
Poniamo le seguenti definizioni.

Def. 3.5.1 – Se A è una matrice quadrata di ordine n, [image: image237.wmf]n

M

A

Î

, e se λ[image: image238.wmf]R

Î

, si dice che λ è un autovalore di A se 

[image: image239.wmf]X

X

A

X

M

X

n

n

n

n

×

=

×

'

¹

Î

$

l

'

,

0

,

1

,

1

,

1

,

1

,


Il vettore colonna X dicesi autovettore di A relativo all’autovalore λ.

Def. 3.5.2 - Se A è una matrice quadrata di ordine n, [image: image240.wmf]n
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In tal caso, il numero reale λ dicesi autovalore relativo all’autovettore X.

Sussistono le seguenti proprietà.

Prop. 3.5.1 – Se A è una matrice quadrata di ordine n e se X[image: image244.wmf]1
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 è un autovettore di A, si dimostra che è unico l’autovalore di A relativo ad X.

Dim. Infatti, se λ e λ’ sono due autovalori di A relativi ad X, si ha:
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Prop. 3.5.2 - Se A è una matrice quadrata di ordine n e se λ è un autovalore di A, si dimostra che esistono infiniti autovettori di A relativi a λ.

Dim. Poiché λ è un autovalore di A, per definizione, esiste almeno un X [image: image248.wmf]1
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Poiché tale sistema omogeneo deve ammettere una soluzione non banale X = (x1, x2, …,xn), deve essere il rango r della matrice dei coefficienti minore del numero n di incognite, così che per il teorema di Rouchè-Capelii esso ammetterà ∞n-r soluzioni: dunque, la matrice A avrà infiniti auto vettori relativi a λ.  

Si pone, quindi, la seguente definizione.
Def. 5.3 -  Se A è una matrice quadrata di ordine n, A[image: image251.wmf]n
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, e se λ è un autovalore di A, si dice autospazio della matrice A relativo a λ, e si indicherà con Vλ, l’insieme 
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ovvero Vλ è l’insieme formato da tutti gli autovettori associati a λ e dal vettore nullo 0n,1 .

Prop. 5.3 - Se A una matrice quadrata di ordine n e se λ è un autovalore di A, si dimostra che l’autospazio Vλ di A è un sottospazio vettoriale di Mn,1. 

Dim. Ricordiamo che Vλ è un sottospazio di Mn,1 se:
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Dim. 1) [image: image256.wmf]Æ
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Dim. 2) Siano [image: image258.wmf]Þ
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Proprietà degli autovalori e degli autovettori

Prop. 3.5.4 – Se [image: image262.wmf]n
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Dim. C.N. ([image: image266.wmf]Þ
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Tale ultima equazione rappresenta, in forma matriciale, un sistema omogeneo di n equazioni in n incognite del tipo

[image: image269.wmf]ï
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 Poiché [image: image270.wmf]l

 è un autovalore della matrice A, esso deve ammettere soluzioni X = (x1,x2,…,xn) [image: image271.wmf]0
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Dim. C.S. ([image: image272.wmf]Ü
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poiché 

[image: image275.wmf])
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esso ammette soluzioni non banali, cioè  
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 λ è un autovalore di A.

Def. 3.5.4 – Il polinomio 

[image: image277.wmf])
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dicesi polinomio caratteristico della matrice A, mentre l’equazione 

[image: image278.wmf])
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dicesi equazione caratteristica della matrice A: le soluzioni reali di tale equazione, se esistono, sono gli autovalori della matrice A. 

Si osservi che poiché il polinomio caratteristico di una matrice quadrata di ordine n ha sempre grado uguale ad n, ne segue che l’equazione caratteristica associata ha al massimo n soluzioni reali e di conseguenza il massimo numero di autovalori distinti di una matrice A è n.

Prop. 3.5.5 – Se [image: image279.wmf]n
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Dim. Ragioniamo per assurdo supponendo che 
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e ciò è assurdo in quanto è X [image: image285.wmf]0

¹

.

Prop. 3.5.6 – Se [image: image286.wmf]r
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e se X1, X2, …, Xr sono i rispettivi autovettori, allora  X1, X2, …, Xr sono r vettori linearmente indipendenti di [image: image288.wmf]1
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Def. 3,5.5 – Se A è una matrice quadrata e se λ è un autovalore di A, si dice molteplicità algebrica di λ la molteplicità con la quale l’equazione caratteristica P(λ) = 0 ammette la soluzione λ. 

Tale molteplicità algebrica di λ si indica con ma(λ).

Def. 3.5.6 - Se A è una matrice quadrata e se λ è un autovalore di A, si dice molteplicità geometrica di λ, e si indica con mg(λ), la dimensione dell’ autospazio Vλ relativo a λ, 

mg(λ) = dim(Vλ).

Prop. 3.5.7 – Se [image: image289.wmf]n
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&3.6 – Matrici simili, ortogonali, diagonalizzabili

Si pone la seguente definizione.

Def. 3.6.1 – Se A, B [image: image292.wmf]n
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Î

, si dice che A è simile a B se e solo se esiste una matrice invertibile P[image: image293.wmf]n
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 tale che B = P -1 ∙ A ∙ P .

La relazione di similitudine fra matrici di[image: image294.wmf]n
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 gode delle seguenti proprietà.
Prop. 3.6.1  - Si dimostra che: 
a) [image: image295.wmf]:
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 A simile a B e B simile a C: A simile a C   

                                                                                           (prop. transitiva)
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Dim. b) Poiché A è simile a B [image: image299.wmf]Þ
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Detta Q = P-1, risulta che [image: image301.wmf]Û
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Dim. c) Siano (A simile a B) e (B simile a C) [image: image302.wmf]n
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 è simile a C.

Dunque, la similitudine fra matrici di Mn è una relazione di equivalenza in Mn.

Prop. 3.6.2 – Se A e B sono due matrici simili, si dimostra che:

a) rang(A) = rang(B)

b) det(A) = det(B)

c) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico, cioè:  
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Dim. 

a) Poiché P e P-1 sono matrici invertibili e quindi non singolari, per una proprietà sui ranghi, A ha lo stesso rango di B.

b) A simile a B [image: image306.wmf]Þ
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det(B) = det(P-1AP) = det(P-1)∙det(A)∙det(P) = det(P-1)∙det(P)∙det(A) = det(P-1∙P) det(A) = det(I) ∙ det(A) = det(A).   

c) Dim. Poiché A e B sono due matrici simili, per definizione esiste una matrice P invertibile tale che

P-1AP = B.

Di conseguenza:

det(B – λI) = det(P-1AP – λI) = det(P-1AP – λP-1P) = det(P-1AP – P-1λP) = 

= det(P-1(A–λI)P) = det(P-1)∙det(A– λI)∙det(P) = det(A–λI)∙ det(P-1)∙det(P) =  det(A – λI).

Corollario 3.6.1 – Matrici simili hanno gli stessi autovalori e uguali sottospazi.
Dim. È un’ovvia conseguenza della proprietà precedente.

Poniamo la seguente definizione.

Def. 3.6.2 – Se [image: image307.wmf],
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si dice che A è diagonalizzabile se esiste una matrice diagonale D simile ad A, cioè tale che 

D = P-1 
[image: image308.emf]








×

A 
[image: image309.emf]








×

P,

dove P è una matrice invertibile di Mn: la matrice P dicesi matrice che diagonalizza A.
Infine, enunciamo le seguenti proprietà relative alla diagonalizzazione  di una matrice.
Prop. 3.6.3 – (C.N.S.) Una matrice [image: image310.wmf]n
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è diagonalizzabile se e solo se sono verificate le seguenti due condizioni:

1. la sua equazione caratteristica P(λ) = [image: image311.wmf]=
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0 ha  n radici tutte reali, semplici o multiple, λ1,λ2,..,λp;  

2. ogni autovalore λi di A ha la molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, cioè 
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Prop. 3.6.4 – (C.S.) Se l’equazione P(λ) = 0, ovvero det(A - λ∙I) = 0, ha n radici reali tutte distinte, allora A è diagonalizzabile.  

Non vale il viceversa, nel senso che una matrice può essere diagonalizzabile senza che le radici del polinomio caratteristico (gli autovalori) siano tutte distinte.

Prop. 3.6.5 – (C.N.S.) Una matrice [image: image313.wmf]n
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è diagonalizzabile se e solo se esistono n autovettori  di A linearmente indipendenti. In tal caso:
1. la matrice P che diagonalizza A ha per colonne n autovettori L.I  di A;

2. la matrice diagonale D, simile alla matrice A, ha per diagonale gli n autovalori corrispondenti agli autovettori.   

Prop. 3.6.6 – (C.N.S.) Se [image: image314.wmf]n
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 sono p autovalori distinti di A e se Vλ1, Vλ2, …, Vλp sono i relativi autospazi, allora A è diagonalizzabile se e solo se 

dim Vλ1 + dim Vλ2 + …dim Vλp = n,

ovvero se
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Poniamo le seguenti ulteriori definizioni.

Def. 3.6.3 – Se P è una matrice quadrata non singolare di ordine n, si dice che P è una matrice ortogonale se la matrice inversa di P coincide con la trasposta di P:

P-1 = PT .

Def. 3.6.4 – Una matrice[image: image317.wmf]n
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si dice ortogonalmente diagonalizzabile se  esiste una matrice ortogonale P che diagonalizza A, cioè se: 

[image: image318.wmf]n
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 ortogonale tale che P-1∙ A ∙ P = D.

Prop. 3.6.7 – Ogni matrice simmetrica è ortogonalmente diagonalizzabile.

La dimostrazione è omessa.

&3.7 – Spazi euclidei

Cominciamo col porre la seguente definizione. 

Def. 3.7.1 – Se V è uno spazio vettoriale su R, dicesi prodotto scalare euclideo su V ogni applicazione 
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Per il prodotto scalare sussistono  le seguenti ulteriori proprietà.

Prop. 3.7.1 – Se V è uno spazio vettoriale su R e se [image: image328.wmf]*

 è un prodotto scalare euclideo su V, si dimostra che:
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Dim. b) [image: image333.wmf]).
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Dim. c)  
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Ciò premesso, poniamo la seguente definizione.

Def. 3.7.2 -  Dicesi spazio vettoriale euclideo (o semplicemente spazio euclideo) ogni spazio vettoriale V sul quale è definito un prodotto scalare euclideo.

Esempi notevoli di spazio euclideo sono i seguenti:

1. Lo spazio vettoriale dei vettori geometrici V, munito delle usuali operazioni interna ed esterna su R e del prodotto scalare di vettori [image: image340.wmf])
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, è uno spazio euclideo.
2. Nello spazio vettoriale Rn, si consideri l’applicazione 
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Si dimostra che tale applicazione è un prodotto scalare euclideo che dicesi prodotto scalare canonico di Rn.

Sussistono le seguenti ulteriori definizioni.

Def. 3.7.3 – Se V è uno spazio euclideo e se v [image: image344.wmf]Î

 V, dicesi norma di v il numero reale positivo, indicato con [image: image345.wmf]v

, così definito:

[image: image346.wmf]v
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Def. 3.7.4 – Se V è uno spazio euclideo, dicesi versore di V ogni vettore avente [image: image347.wmf]1
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v

.

Prop. 3.7.2 – Ogni vettore v di uno spazio euclideo V individua un versore di V, indicato con vers (v), dato da 

vers (v) = [image: image348.wmf]v
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Tale versore dicesi versore associato al vettore v.

Def. 3.7.5 – Se V è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V, si dice che:  

v1 è ortogonale a v2 [image: image350.wmf]0
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In tal caso si scrive: v1┴v2.
Osservazione 3.7.1 -  Il vettore 0V è ortogonale a tutti i vettori di V. 

Def. 3.7.6 – Se S = {v1, v2, …,vp} è un sistema di vettori di uno spazio euclideo V, si dice che S è un sistema di vettori ortogonale se i vettori del sistema sono a due a due ortogonali.

Prop. 3.7.3 – Se V è uno spazio euclideo e se S = {v1, v2, …, vp}  è un sistema di p vettori di V non nulli e a 2 a 2 ortogonali, allora S = {v1, v2, …, vp} è un sistema di vettori L.I. di V.

Dim. Sia: h1∙v1 + h2∙v2 +…+ hp∙vp = 0.

1) Moltiplicando scalarmente ambo i membri per v1, si ha

(h1∙v1 + h2∙v2 +…+ hp∙vp)[image: image351.wmf]*
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 (tenendo conto che v1 è ortogonale a v2, …,vp) h1∙[image: image354.wmf]Þ
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h1 = 0.

Dopo il primo passo, la combinazione diventa h2∙v2 +…+ hp∙vp = 0

2) Analogamente, moltiplicando scalarmente ambo i membri per v2 e ripetendo i calcoli, si ottiene h2 = 0.

Reiterando il procedimento, si ottiene h3 = h4 = … = hp = 0.

Dunque,  {v1, v2, …, vp} è un sistema di vettori L.I. di V.

Def. 3.7.7 - Se V è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V, dicesi  angolo formato dai due vettori l’angolo convesso così definito: 
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Def. 3.7.8 - Se V è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V, dicesi proiezione ortogonale di v2 su v1 e si indica con prv1(v2) il vettore multiplo di v1 secondo il coefficiente [image: image358.wmf]2
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Infine:
Def. 3.7.9 – Se U è un sottospazio vettoriale di V, avente una base 
B = {e1, e2, …, ep},
e se[image: image360.wmf]V
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 dicesi proiezione di v su U, relativa alla base B, il vettore somma delle proiezioni di v su ciascun componente della base B:
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Complemento ortogonale di un sottospazio, Basi ortonormali di uno spazio euclideo

Def. 3.7.10 – Se V è uno spazio euclideo e se U è un sottospazio di V, si dice complemento ortogonale di U, il sottoinsieme di V così definito

U┴ = [image: image362.wmf]{
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Si osservi esplicitamente che un vettore appartiene al complemento ortogonale di U solo se esso è ortogonale a tutti i vettori di U.

Prop. 3.7.4.1 – Il complemento ortogonale di un sottospazio vettoriale di V è un sottospazio vettoriale di V.

Dim. 
1) Poiché [image: image364.emf]YueU:0-u=0=0€U".
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3) [image: image366.emf]VkEKYu, EUAYUEU :u-u=0=k-(u,-u)=0= (k-u,) u=0=k-u €U".









"

k

Î

K

,

"

u

1

Î

U

^Ù"

u

Î

U

:

u

1

×

u

=

0

Þ

k

×

(

u

1

×

u

)

=

0

Þ

(

k

×

u

1

)

×

u

=

0

Þ

k

×

u

1

Î

U

^

.


Dunque, [image: image367.emf]
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è un sottospazio di V.
Prop.3.7.4.2 – Se U è il sottospazio di V  generato dai vettori u1, u2,…, up, 
U = L(u1, u2,…, up),
si dimostra che le seguenti due proposizioni sono equivalenti:

a) v[image: image368.wmf]Î

 U┴, cioè v è ortogonale ad ogni u di U,
b) v è  ortogonale ad ogni ui[image: image369.wmf]Î

{u1, u2,…, up}.

Dim. a) [image: image370.wmf]Þ

b) Poiché v è perpendicolare ad ogni u[image: image371.wmf]Î

U, v è perpendicolare ad ogni ui[image: image372.wmf]Î
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Dunque, v è perpendicolare ad ogni vettore u di U, cioè v[image: image377.wmf]Î

 U┴.

Corollario 3.7.1 – Se B è una base di U, allora il complemento ortogonale di U, U┴, è costituito da tutti e soli i vettori ortogonali a ciascun vettore della base B.
Def. 3.7.11 – Se B = {e1, e2, …, en} è una base dello spazio euclideo V, si dice che B è una base ortonormale se i vettori ei della base sono a due a due ortogonali e hanno norma uguale a 1, cioè se:
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Prop. 3.7.5 - La base canonica dello spazio vettoriale Rn è una base ortonormale dello 
spazio euclideo Rn, rispetto al prodotto scalare canonico di Rn.

Dim. Sia (e1, e2,…,en) la base canonica di Rn. Allora:
1. [image: image381.emf]Vizj:e-e;=(0,0,.,1,.0)-(0,0,.,0,.1,.,0)=0-0+..+41-:0+...4+0-1+...+0-0) = 0;
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Prop. 3.7.6 - Se A è una matrice ortogonale di ordine n, allora la base formata dai vettori riga (o colonna) di A è una base ortonormale rispetto al prodotto scalare canonico di Rn.
Dim. Dimostriamo la proprietà per le matrici di ordine 2. 
Sia 
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una matrice ortogonale 
 [image: image384.emf]
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Considerato, quindi, il sistema di vettori formato dai vettori riga (risp. colonna) di A, 

[image: image386.emf]B = {el =(a,,a1,),€, =(a, a, )}
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si ha:

1. [image: image387.emf]a,,a, +a,a,, =0









a

12

a

21

+a

12

a

22

=0


2. [image: image388.emf]2 2 2 2
a,+a,=1na; +a;, =1









a

11

2

+

a

12

2

=

1

Ù

a

21

2

+

a

22

2

=

1

.
Metodo di ortonormalizzazione di Gram – Schimdt

Osservato che ogni spazio euclideo ha sempre almeno una base, a partire da essa è sempre possibile costruire una base ortonormale dello spazio euclideo considerato. 

Qui di seguito è descritto il  metodo di ortonormalizzazione di Gram – Schimdt, che consente di calcolare, a partire da una base B = {v1, v2, …, vn} qualsiasi,  una base B’ = {e1, e2, …, en} ortonormale.

I passi da seguire sono i seguenti:

(1° passo) porre u1 = v1 ed [image: image389.wmf]1
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(2° passo) si calcola u2 = v2 + λ∙e1 tale che u2 ┴ e1. Si ha:

u2 ┴ e1[image: image390.wmf]1
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Sostituendo tale valore di λ, si ha:

u2 = v2 + λ∙e1 = v2 – (v2[image: image391.wmf]1

e

*

)∙e1.

Quindi, si pone 

[image: image392.wmf]2
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(3° passo) si cerca, poi, u3 del tipo 

u3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2
tale che 

u3 ┴ e1  e   u3 ┴ e2
Imponendo tali condizioni, si ha:

(u3[image: image393.wmf]1
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Sostituendo tali λ1 e λ2 in u3, si ha: u3 = v3 – (v3[image: image399.wmf]*

e1) ∙e1 - (v3[image: image400.wmf]*

e2) ∙e2.

Quindi si pone:

[image: image401.wmf]3

3

3

u

u

e

=

.

Iterando il procedimento, si calcolano e4, e5, …, en, ottenendo in tal modo una base ortonormale B’={e1, e2, …, en}.
Esempio

Sia B = {v1=(0,1,1), v2=(2,0,1), v3=(1,-1,0)} una base di R3: ricavare da B una base ortonormale B’ = {e1, e2, e3} (ortogonalizzazione di una base).

Soluzione

Preliminarmente calcoliamo la norma di v1=(0,1,1), v2=(2,0,1) e v3=(1,-1,0):
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Applichiamo il metodo di normalizzazione di Gram – Schimdt.
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2) Ricaviamo v’2 = v2 + λ1∙e1 tale che v’2 sia ortogonale ad e1.

  v’2 ┴ e1[image: image406.wmf]=
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Di conseguenza, poiché:
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si ha  
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3) Ricaviamo v’3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2  tale che v’3 sia ortogonale ad e1 ed e2 
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 v’3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2  [image: image414.wmf]=

-

-

+

-

=

)

2

3

1

,

2

3

1

,

2

3

4

(

2

3

5

)

2

1

,

2

1

,

0

(

2

1

)

0

,

1

,

1

(

  

[image: image415.wmf]Þ

-

-

=

-

+

+

-

-

=

-

-

+

+

-

=

)

9

2

,

9

2

,

9

1

(

)

18

5

2

1

,

18

5

2

1

1

,

18

20

1

(

)

18

5

,

18

5

,

18

20

(

)

2

1

,

2

1

,

0

(

)

0

,

1

,

1

(


· [image: image416.wmf])
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Quindi: e3 = [image: image418.wmf])
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Pertanto la base ortonormale è:

Bo.n. = [image: image419.wmf]þ
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È facile constatare che: [image: image420.wmf]0
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Infine, osserviamo esplicitamente che, in uno spazio euclideo, l’uso delle basi ortonormali è importante in quanto:

1. il prodotto scalare e la norma si esprimono in maniera molto semplice mediante le componenti dei vettori;
2. il passaggio da una base ortonormale a una base ortonormale si esprime mediante una matrice ortogonale.

Prop. 3.7.6 - Se B={e1, e2, …, en} è una base ortonormale di uno spazio euclideo V, si dimostra che:
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3) Se B’ è una ulteriore base ortonormale dello spazio euclideo V, la matrice P 

           di passaggio dalla base B alla base B’ è una matrice ortogonale (PT = P-1).
Dim. 1) Poichè B={e1, e2, …, en} è una base ortonormale di V, [image: image424.emf]Yv,v, EV
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Dim. 2) 
[image: image426.emf]Vv =xe +x,e,..+x.e, EV:|v|=vvv= \/xf +X0 X









"

v

=

x

1

e

1

+

x

2

e

2

...

+

x

n

e

n

Î

V

:

v

=

v

×

v

=

x

1

2

+

x

2

2

+

...

+

x

n

2

.


Dim. 3) Dimostriamo la proprietà nel caso in cui n = dim V = 2 e siano 
[image: image427.emf]B={el,e2}/\B'={e'I,e'2}









B= e

1

,

e

2

{ }ÙB

'

= e

'

1

,

e

'

2

{ }


due basi ortonormali di V. 

Sappiamo che la matrice P di passaggio dalla base B alla base B’ ha per colonne le componenti dei vettori di B’ calcolate rispetto alla base B. 

Poiché
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la matrice di passaggio è

[image: image429.emf]
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Dimostriamo che P è una matrice ortogonale, ovvero tale che P-1 = PT. 

Osservato preliminarmente che:
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— O









P

T

×

P

=

x

11

x

21

x

12

x

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

×

x

11

x

12

x

21

x

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

x2

11

+

x

21

2 x

11

x

12

+

x

21

x

22

x

12

x

11

+

x

22

x

21

x2

12

+

x

22

2

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

1 0

0 1

æ

è

ç

ö

ø

÷=

I

2


Dunque, PT = P-1: la matrice di passaggio è ortogonale.
Prop. 3.7.7 – Se P è una matrice quadrata di ordine n, le seguenti proposizioni sono equivalenti:

a) P è ortogonale
b) I vettori riga di P sono una base ortonormale di Rn, rispetto al prodotto scalare   

           standard

c) I vettori colonna di P sono una base ortonormale di Rn, rispetto al prodotto scalare 
           standard.
Dimostriamo la proprietà per matrici quadrate di ordine n = 2.

Dim. a) [image: image434.emf]
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 b)
Sia P una matrice ortogonale di ordine 2, 
[image: image435.emf]
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[image: image436.emf]
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la sua trasposta. Allora:

P ortogonale [image: image437.emf]
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PT = P-1 [image: image438.emf]
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Quindi, considerati i vettori riga di P,

e1 = (a11, a12) ed e2 = (a21, a22)
si verifica che (e1, e2) è una base ortonormale di R2.

1) Poiché P è ortogonale, P è invertibile [image: image441.emf]
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 det(P) [image: image442.emf]
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a11a22 – a21a12 [image: image444.emf]
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Dunque, i vettori riga di P,

e1 = (a11, a12) ed e2 = (a21, a22)

costituiscono una base ortonormale di R2.

Analogamente si dimostra che a) [image: image451.emf]
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 b) e, dunque, le tre proposizioni sono equivalenti.

CAP. 3 - ESERCIZI (SPAZI VETTORIALI, SPAZI EUCLIDEI)

A. Spazi, Sottospazi vettoriali di Rn
E1 – Verificare che (R, +, *), dove + e * sono le ordinarie operazioni di addizione e moltiplicazione dei numeri reali, è uno spazio vettoriale su R.

E2 – Verificare che (Rn, +, *) è uno spazio vettoriale su R, dove la legge di composizione interna + e la legge di composizione esterna * sono così definite:

(I) [image: image452.wmf]:
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In particolare, (R2, +, *) e (R3, +, *) sono spazi vettoriali su R, rispetto alle operazioni + e * prima definite.

E3 – Stabilire se l’insieme R2 è uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni:

(I) (x,y) + (x’,y’) = (x+x’, y+y’)

(II) h*(x,y) = (0, h∙y)
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Dim. L’insieme R2 con l’operazione + è un gruppo commutativo (prop. P1 - P4).

Verifichiamo se l’operazione esterna * verifica le ulteriori 4 proprietà di spazio vettoriale (prop. P5 - P8).

(P5) Proprietà distributiva rispetto alla somma di vettori: h*(v +v’) = [image: image458.wmf]'
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· h*(v + v’) = h*(x+x’,y+y’) = (0, h(y + y’)) = (0,hy + hy’)
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Dunque: h*(v + v’) = [image: image460.wmf]'
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(P6) Proprietà distributiva rispetto alla somma di scalari: (h+k)*v = h*v + k*v.

· (h+k)*v = (h+k)*(x,y) = (0,(h+k)y); 

· h*v + k*v = h*(x,y) +k*(x,y) = (0,hy) +(0,ky) = (0, hy + ky) = (0, (h + k)y).

Dunque:  (h+k)*v = h*v + k*v.

(P7) Proprietà associativa degli scalari: h*(k*v) = (h∙k)*v.

· h*(k*v) = h*(k*(x,y)) = h*(0,ky) = (0,hky)

· (hk)*v = (hk)*(x,y) = (0,hky) 

Dunque: h*(k*v) = (h∙k)*v.

(P8) Lo scalare 1 è l’elemento neutro per *: 1*v = v

· 1*v = 1*(x,y) = (0,1∙y) = (0,y) [image: image461.wmf]v
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Dunque non vale la proprietà (P8): R2, munito di due tali leggi, non è uno spazio vettoriale.

E4 - Stabilire se l’insieme R2 è uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni:

(I) (x,y) + (x’,y’) = (x+x’, y+y’),
(II) h*(x,y) = (- h∙x, h∙y),
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Soluzione

R2 è un gruppo commutativo rispetto all’operazione (I) ma non è uno spazio vettoriale perché non verifica la proprietà (P8), cioè lo scalare 1 non è elemento neutro rispetto all’operazione (II). Infatti:
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E5 – Stabilire se il sottoinsieme S dello spazio vettoriale R2 così definito:
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è un sottospazio vettoriale di R2.

Soluzione

Ricordiamo che S è un sottospazio di R2 se e solo se:[image: image466.wmf])
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Dim.1) E’ ovvia perché 0 = 2∙0.

Dim.2) Siano[image: image467.wmf]=
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Dim.3) Siano [image: image470.wmf]S
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Quindi, S è un sottospazio vettoriale di R2.

E6 – Stabilire se il sottoinsieme S dello spazio vettoriale R3 così definito:

[image: image472.wmf]{
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è un sottospazio vettoriale di R3.

E7 - Stabilire se il sottoinsieme S così definito:

[image: image473.wmf]{
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è un sottospazio vettoriale di R2.

Soluzione 

S non è sottospazio vettoriale perché:

1. il vettore nullo 0=(0,0) non appartiene ad S;

2. S non è chiuso rispetto all’operazione + :
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3. S non è chiuso rispetto all’operazione [image: image475.wmf]*
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E8.1 - Stabilire se il sottoinsieme S così definito:

[image: image477.wmf]{
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è un sottospazio vettoriale di R3.

Soluzione

1) 0=(0,0,0)[image: image478.wmf]Æ

¹
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2) S non è chiuso rispetto all’addizione, perché esistono, ad esempio, v1 = (-2,1,1)[image: image479.wmf]S
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 e v2 = (3,1,1) )[image: image480.wmf]S
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 v1 + v2 = (1,2,2) )[image: image482.wmf]S
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Poiché S non verifica la seconda condizione di sottospazio, S non è un sottospazio di R3.

E8.2 – Dimostrare che il sottoinsieme V di R4 così definito

V = [image: image483.wmf]{
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è un sottospazio di R4(R), V<< R4(R).

Soluzione

Dobbiamo dimostrare che:
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Dunque, V << R4(R).

E8.3 – Dimostrare che il sottoinsieme V di M2(R) così definito 
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è un sottospazio di M2(R).

Soluzione

Dobbiamo dimostrare che:
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Dunque, V è un sottospazio di M2(R).

E8.4 – Calcolare il sottospazio V di R3 generato dai vettori v1 = (-1,0,1) e v2 = (1,1,0). 

Soluzione

Il sottospazio generato da v1 e v2 è: 

[image: image506.emf]V= {v ER|v= hl(—1,0,1)+h2(1,1,0)} = {v ER|v=(-h, +h2,h2,hl)}
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Calcoliamo le equazioni cartesiane di V. 

[image: image507.emf]x==h+h,
VVEV,V:(x’yaZ): y=h2 =
z=h
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 (eliminando h1 e h2) x = y – z (equazione cartesiana di V).

Dunque: V = L(v1, v2) = [image: image508.wmf]{
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B. Dipendenza e indipendenza lineare di vettori

E9 – Dati i vettori di R2 v1 = (1,3),
v2 = (2,6), v3 = (1,1), determinare: 

a) v1 – v2 + 2v3;
b)  2v1 – v2 + v3; 
c) λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 .

Soluzione

a) v1 – v2 + 2v3 = (1,3) – (2,6) +2(1,1)=(1,3) –(2,6) + (2,2) = (1-2+2, 3-6+2) = (1, -1).

b) 2v1 – v2 + v3 = (2,6) – (2,6) + (1,1) = (1, 1).

c) λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = (λ1,3λ1) + (2λ2,6λ2) + (λ3,λ3) = (λ1 + 2λ2 + λ3,3λ1 +6λ2 + λ3)

E10 – Stabilire, per ciascuno dei seguenti casi, se i vettori di R2 sono linearmente indipendenti o dipendenti:

a) v1 = (-1,0) ,     v2 = (0,-1)

b) v1 = (π,3π) ,   v2 = (1,3)

c) v1 = (1,1),       v2 = (2,2),     v3 = (-1,3).

Soluzione

a) Per definizione, v1 e v2 sono linearmente indipendenti se 

h1v1 + h2v2 = 0 [image: image509.wmf]0
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Dunque, v1 = (-1,0) e v2 = (0,-1) sono linearmente indipendenti.

b) v1 = (π,3π) e v2 = (1,3) sono linearmente dipendenti perché le componenti dei due vettori sono proporzionali, ovvero v1 = π * v2 : 

in tal caso esiste (h1 =1, h2 = -π) [image: image512.wmf])
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tale che h1v1 – h2v2 = v1 – πv2 = 0.

c) Studiamo h1v1 + h2v2 + h3 v3 = 0 [image: image513.wmf]Û
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[image: image514.wmf]Û
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Questo è un sistema omogeneo di due equazioni in tre incognite; le matrici incompleta e completa sono:

[image: image516.wmf]÷
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con rang(A) = rang(A’), essendo tutti nulli gli elementi della quarta colonna di A’.

Poiché il minore estratto di A, a12,23 = [image: image518.wmf]Þ
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 il sistema è compatibile e ammette ∞3-2 = ∞1 soluzioni, oltre quella banale (0,0,0). 

Dunque, i vettori v1 = (1,1), v2 = (3,3), e v3 = (-1,4) sono linearmente dipendenti.
Osservazione fondamentale

Un metodo alternativo e più rapido per verificare la lineare dipendenza/indipendenza di n vettori è il seguente:

1. si scrive la matrice A avente per colonne le componenti dei vettori; 

2. si calcola il rango r della matrice A;

3. se rang(A) = n, i vettori sono linearmente indipendenti;

4. se rang(A) = r < n, gli n vettori sono linearmente dipendenti e, inoltre, gli r  vettori che formano le colonne del minore estratto diverso da zero sono linearmente indipendenti (massimo numero di vettori l.i).

Nell’esempio precedente v2 e v3 sono due vettori linearmente indipendenti. 

E11 – Siano dati i seguenti insiemi di vettori di R3:

a) S1 = [image: image519.wmf]{
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b) S2 = [image: image520.wmf]{
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c) S3 = [image: image521.wmf]{
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Determinare, per ciascuno di essi, il massimo numero di vettori linearmente indipendenti specificando tale insieme.

Soluzione

a) La matrice avente i vettori disposti per colonna è 

A = [image: image522.wmf]÷
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Calcoliamo il rango. Un minore del 2° ordine certamente diverso da 0 è

a12,23 = [image: image523.wmf]0
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I suoi orlati del 3° ordine, a123,123 e a123,234, sono :

a123,123 = [image: image524.wmf]0
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poiché ha due righe uguali;

a123,234 = [image: image525.wmf]0
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poiché ha due righe uguali.

Quindi rang(A) = 2 e poiché il rango (r = 2) è minore del numero di vettori (n = 4), si può dire che:

1. i 4 vettori sono linearmente dipendenti 

2. il numero massimo di vettori linearmente indipendenti è 2: essi sono i vettori che occupano la II e la III colonna, cioè v2 = (2,0,2) e v3 = (1,1,1).

Osservazione: poiché v2 è proporzionale a v1, si può scegliere anche la coppia v1, v3 come vettori L.I. del sistema di vettori assegnato.
b) La matrice avente i vettori disposti per colonne è 
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Essa è una matrice 3x4 (rang(A) = r [image: image527.wmf]3
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) e poiché una riga è formata da zeri sarà rang(A) = r[image: image528.wmf]2
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Poiché risulta a13,12 = 
[image: image529.emf]i)
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rang(A) = r = 2 < 4 
[image: image530.emf]
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i quattro vettori sono L.D.

I vettori L.I. sono v1 = (0,0,1) e v2 = (1,0,1) le cui coordinate formano le colonne di a13,12 : i vettori v3 e v4 sono L.D. da v1 e v2.  
Infatti: 

v3 = v1 + v2 e v4 = v2 – v1

c) Lo studio di S3 si effettua allo stesso modo.
C.  Base – Dimensione di un sottospazio
E12 – Verificare che i vettori v1 = (1,0) e v2 = (0,1) di R2, sono una base di R2.

Soluzione

Dobbiamo dimostrare che:

1. [image: image531.wmf]{

}

2

1

,

v

v

è un sistema di generatori di R2, cioè che ogni vettore di R2 è esprimibile come combinazione lineare di  v1 = (1,0) e v2 = (0,1);

2. [image: image532.wmf]{
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 sono linearmente indipendenti.

Dim. 1 – Sia v = (a,b) il generico vettore di R2 e risolviamo v = h1v1 + h2v2 [image: image533.wmf]Û


(a, b) = h1(1,0) + h2(0,1) = (h1, 0) + (h2, 0) = (h1,h2) [image: image534.wmf]î
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Quindi, [image: image535.wmf]$

 h1 = a ed [image: image536.wmf]$

h2 = b [image: image537.wmf]'

'

v = h1v1 + h2v2, ovvero:
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Dim. 2 – Dimostriamo, ora, che v1 = (1,0) e v2 = (0,1) sono linearmente indipendenti.

Poiché la matrice A = [image: image539.wmf]÷
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ha rango 2 e il numero dei vettori è n = 2, essi sono linearmente indipendenti.

Dunque, l’insieme B=[image: image540.wmf]{
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 è una base di R2 e la dimensione di R2 è 2, dim(R2) = 2. 

Tale base B  formata dai vettori (1,0) e (0,1) dicesi base canonica di R2. 
Più in generale, in Rn la base canonica è B=[image: image541.wmf]{
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, dove:

e1 = (1,0,…,0), e2 = (0,1,0,…,0), … , en = (0,0,…,0,1).
Tali vettori ei hanno tutte le componenti uguali a zero ad eccezione della i-ma componente che è uguale a uno.

Inoltre, poiché tale base è ordinata, essa costituisce un riferimento per lo spazio vettoriale Rn. 
E13 – Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R3 sono una base di R3:

a) S1 = [image: image542.wmf]{
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b) S2 = [image: image543.wmf]{
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Soluzione

a) Dobbiamo dimostrare che S1 è un sistema di generatori di R3 cioè:

[image: image544.wmf]2
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Risolvo v = h1v1 + h2v2[image: image545.wmf]=
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Quindi, S1 genera solo i vettori di R3 la cui terza coordinata c = b + 2 a
[image: image548.emf]
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S1 non è un sistema di generatori di R3 e di conseguenza S1 non è una base di R3.    

(1) Dobbiamo dimostrare che S2 è un sistema di generatori di R3 , cioè:

[image: image549.wmf]3
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Risolvo v=h1v1+h2v2+h3v3[image: image550.wmf]Û
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[image: image552.wmf]ï
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Dunque: 

[image: image553.emf]VYv=(a,b,c)E R3,E|hl,h2,h3 ER3'v=hv,+hy,+hy,=(a-c)v,+(b-c)v, +cv,
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S2 è un sistema di generatori di R3.

(2) Verifichiamo se S2 è un sistema di vettori linearmente indipendenti.

h1v1+h2v2+h3v3 = 0 [image: image554.wmf]Û

[image: image555.wmf]Þ

ï

î

ï

í

ì

=

=

+

=

+

Û

=

+

+

0

0

0

)

0

,

0

,

0

(

)

1

,

1

,

1

(

)

0

,

1

,

0

(

)

0

,

0

,

1

(

3

3

2

3

1

3

2

1

h

h

h

h

h

h

h

h


[image: image556.wmf]ï
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Dunque, S2 è un sistema di vettori linearmente  indipendenti.

Da (1) e (2) segue che S2 è una base di R3.  

E14 – Nello spazio vettoriale R3, si considerino i vettori v1 = (1,2,1) e v2 = (3,1,0). Calcolare le coordinate, rispetto alla base canonica di R3, dei vettori:

a) v1 + v2
b) v1 - v2
c) 5∙v1
d) 5∙v1 - 3∙v2
Soluzione

a) [image: image557.wmf])
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[image: image558.emf]
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le coordinate del vettore v1 + v2, rispetto alla base canonica, sono (4, 3, 1).

b) [image: image559.wmf])
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[image: image560.emf]
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 le coordinate del vettore v1 - v2, rispetto alla base canonica, sono (-2, 1, 1).

c) [image: image561.wmf]:
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le coordinate del vettore 5∙v1, rispetto alla base canonica, sono (5, 10, 5).

d) 5∙v1 - 3 
[image: image562.emf]








×

v2 = 5∙(1,2,1) – 3(3,1,0) = (5,10,5) – (9,3,0) = (- 4, 7, 5) 
[image: image563.emf]
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le coordinate del vettore 5∙v1 - 3 
[image: image564.emf]








×

v2, rispetto alla base canonica, sono (- 4, 7, 5) .
E15 – Nello spazio vettoriale R3 siano dati i vettori w1 = e1 – e3 e w2 = 2e1 + e2, dove B = [image: image565.wmf]{
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 è la base canonica di R3. Determinare una base e la dimensione del sottospazio W = L(w1, w2) generato da w1 e w2.

Soluzione

Calcoliamo w1 e w2:

w1 = e1 – e3 = (1,0,0) – (0,0,1) = (1,0,-1); 

w2 = 2e1 + e2 = (2,0,0) + (0,1,0) = (2,1,0);

Poiché i vettori w1 e w2 non sono proporzionali, essi sono un sistema di generatori di W linearmente indipendenti; pertanto, [image: image566.wmf]{
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 è una base di W ed è dim(W) = 2.

E16 – Dati i vettori dello spazio vettoriale R4 

v1 = (1,2,-1,0)
v2 = (1,0,0,0),
v3 = (3,4,-2,0)
v4 = (1,2,0,1),

determinare una base e la dimensione dei seguenti sottospazi:

a) W1 = L(v1,v2,v3);

b) W2 = L(v1,v2,v4);

c) W3 = L(v1,v2,v3,v4);

Soluzione

a) Studiamo la lineare dipendenza/indipendenza del sistema di generatori  [image: image567.wmf]{
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Calcoliamo il rango della matrice A = [image: image568.wmf]÷
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, di tipo 4*3.

Il minore estratto a12,12 = [image: image569.wmf]2
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Gli orlati del 3° ordine di  a12,12 sono a123,123 e a124,123:

a123,123 = [image: image570.wmf]0
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 poiché la II riga e la III riga sono proporzionali;

a124,123 = [image: image571.wmf]0
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 poiché l’ultima riga è formata da zeri.

Quindi, rang(A) = 2 [image: image572.wmf]2
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 ; una base di W1 è B1 = [image: image573.wmf]{
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 così che
W1=L(v1,v2,v3) = L(v1,v2).
Calcoliamo il sottospazio W1 generato da v1 e v2. Per definizione:
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[image: image575.emf]Vv=(x,y,z,t) EW,,Ah,h, ER3'v=hy,+h,v, &
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[image: image577.emf](h, +h,,2h,,-h,,0)
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[image: image579.emf]t=0
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[image: image581.emf]=(-z+x+2,-22,2,0) = (x,-27,2,0)
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[image: image582.emf]=W, ={(x,,2,0) ER*|y =-22, = 0}.
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Per b) e c), procedendo allo stesso modo, si ha:

dim(W2) = 3 e una base è B2 = [image: image583.wmf]{
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dim(W3) = 3 e una base è  B3 = [image: image584.wmf]{
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Poiché  B2 = B3 [image: image585.wmf]3
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E16.1 – Dati i vettori dello spazio vettoriale R3 
v1 = (1,0,1)
v2 = (1,0,0),
v3 = (0,1,-1)

1) verificare che B = [image: image586.wmf]{
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 è una base di R3; 

2) calcolare le coordinate del vettore v = (1,1,1) rispetto a tale base B.
Soluzione

1) Consideriamo la matrice A = [image: image587.wmf](
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Poiché det(A) = 1[image: image588.wmf]Þ
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i tre vettori sono l.i e quindi [image: image589.wmf]{
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B è una base di R3.

2) Calcoliamo le coordinate di v = (1,1,1) rispetto alla base B .
Se indichiamo con (x,y,z) le coordinate di v rispetto alla base B, per definizione  deve aversi:
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Dunque, le coordinate di v rispetto alla base B, sono (2, -1, 1).

E16.2 – Nello spazio vettoriale R4 è data la base B={u1, u2, u3, u4}. 

1. Verificare che i vettori 

v1 = u1 – u4, v2 = u2 + u3, v3 = - u2 + u4 , v4 = u3
costituiscono una base B’ di R4 ;

2. determinare le coordinate di v = u1 + u3 + u4 rispetto alla base 
B’ = {v1, v2, v3, v4}.

Soluzione

Dim. 1 – Per verificare che i 4 vettori sono una base di R4 è sufficiente dimostrare che essi sono L.I., poiché la dim(R4) = 4. 

Dalla relazione

[image: image592.wmf]Þ
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[image: image593.wmf]ï
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Dunque,  v1 = u1 – u4, v2 = u2 + u3, v3 = - u2 + u4 , v4 = u3 sono L.I. e
[image: image594.emf]
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 B’ = {v1, v2, v3, v4} è una base di R4.
Dim. 2 – Le coordinate di v = u1 + u3 + u4 rispetto alla base B’ sono i coefficienti della combinazione lineare di v mediante i vettori di B’. Calcoliamo tali coefficienti:
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[image: image596.emf]
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 Dunque, le coordinate di v = u1 + u3 + u4 rispetto alla base B’ = {v1, v2, v3, v4}
 sono (1,2,2,-1): [image: image600.wmf]4
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D. Ricerca di una base di un sottospazio di Rn
E17 – Determinare una base e la dimensione del sottospazio W di R4 generato dai vettori v1 = (1,2,-1,0), v2 = (1,0,0,0), v3 = (3,4,-2,0) e v4 = (1,2,0,1).

Soluzione

La dimensione del sottospazio W = L(v1, v2, v3, 
v4) è uguale al rango della matrice A, dim(W) = rang(A), dove 

A = [image: image601.wmf]÷
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Poiché det(A) = [image: image602.wmf]Þ
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[image: image603.wmf]4
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Si ha poi che il minore del terzo ordine 

a134,123 = [image: image604.wmf]Þ
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[image: image605.wmf]Þ
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dim(W) = dim L(v1, v2, v3, v4)  = 3 e una base di W è B = [image: image606.wmf]{
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E18 – Stabilire se il vettore v = (1,3,-4,5) appartiene al sottospazio U di R4, generato dai vettori v1 = (1,0,2,-1) e v2 = (1,1,0,1).

Soluzione

Ricordiamo che [image: image607.wmf]Û
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(v, v1, v2) sono L.D. ovvero se  il rango della matrice A, formata dai tre vettori, è minore di 3, r(A) < n = 3.

Calcoliamo il rango di 
[image: image608.emf]—_—e— O
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Poiché il minore estratto del 2° ordine a12,12 = 
[image: image609.emf](GO IE
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 e poiché, com’è facile verificare, tutti gli orlati del 3° ordine, a123,123 e a124,123, sono nulli, si deduce che i tre vettori sono L.D. e, quindi, v dipende linearmente da v1 e v2 [image: image610.wmf].
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E19 – Determinare per quale valore del parametro reale k i tre vettori v1 = (1,2k,0), v2 = (2,1,3k) e v3 = (1,0,2) costituiscono una base di R3. 

Soluzione

Affinché i tre vettori siano una base di R3, essi devono essere L.I.[image: image611.wmf]0
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Poiché: det(A) = [image: image612.wmf]Þ
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[image: image613.wmf]0
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Dunque, i tre vettori v1 = (1,2k,0), v2 = (2,1,3k) e v3 = (1,0,2) sono una base di R3 , [image: image617.wmf]3
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E20.1 – Dati i seguenti vettori dello spazio vettoriale R5(R) 

v1 = (1,1,0,1,3)
v2 = (0,0,1,0,1)
v3 = (0,1,3,1,0)

verificare che essi sono L.I. e determinare una base di R5 che li contenga.

Soluzione

Per verificare che sono L.I. basta verificare che il rango della matrice 
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è uguale a 3.

Infatti, poiché a123,123 = 
[image: image620.emf]O = =
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 e i vettori sono L.I.

Per determinare una base di R5 contenente i tre vettori assegnati, aggiungiamo ai tre vettori dati due vettori della base canonica in modo da ottenere un sistema di 5 vettori L.I.: se scegliamo i vettori e4 = (0,0,0,1,0) ed e5 = (0,0,0,0,1) è facile verificare che (v1, v2, v3, e4, e5) sono L.I. e quindi costituiscono una base di R5.

E20.2 – Dati i vettori di R4  

v1 = (1,0,k,1), v2 = (1,0,0,k), v3 = (1,0,0,-k), v4 = (1,1,1,0), con k [image: image621.wmf]Î

 R,

1. determinare la dimensione del sottospazio Vk generato da (v1 , v2, v3, v4),  al 
 variare di k;
2. Per k = 0, stabilire se il vettore v = (1,0,1,1) appartiene a V0.

Soluzione

1. La dimensione del sottospazio Vk è uguale al rango della matrice Ak avente per righe i vettori v1 , v2, v3, v4:
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Calcoliamo il rango di Ak. 
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rang(Ak) = dim(Vk) = 4
b) Per k = 0: [image: image625.wmf]0
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Poiché [image: image626.wmf]Þ
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rang(A0) = dim(V0) = 3 [image: image627.wmf]Þ


 v1, v2, v4   sono tre vettori L.I. di V0, dunque una base di V0. 
2. Verifichiamo se v = (1,0,1,1) [image: image628.wmf]Û
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v è una combinazione lineare di v1, v2, v4[image: image629.wmf]Û

(v, v1, v2, v4) sono L.D.
Poiché 
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[image: image631.emf]
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 (v, v1, v2, v4) sono L.I. [image: image632.wmf]0
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E20.3 – Dati i vettori u1 = (-1, 0,1) e u2 = (1,1,0) di R3, calcolare:

1. Il sottospazio U di R3 generato da v1 e da v2, U = L(u1 = (-1, 0,1), u2 = (1,1,0))

2. Una base e la dimensione del sottospazio vettoriale U

3. Verificare se w = (-2, 2,1)[image: image633.wmf]U

Î


4. Calcolare per quale valore di h il vettore w’ = (h, -h, 1)[image: image634.wmf]U

Î


Soluzione

1. Per definizione U = [image: image635.wmf]{
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Dunque: U = {[image: image638.wmf]z

y

x

z

y

x

-

=

)

,

,

(

} = {(y-z, y, z)}.

2. Calcoliamo una base e la dimensione di U.

Poiché la matrice A = [image: image639.wmf]÷
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ha rango 2, i vettori u1 = (-1, 0,1) e u2 = (1,1,0) sono un sistema di generatori L.I. e quindi sono una base di U, B = { u1, u2 }.

La dimensione di U è dim(U) = 2. 

3. Sostituendo le coordinate di w nell’equazione di U si ha:

-2 = 2 - 1[image: image640.wmf]U
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4. Imponendo che w’ [image: image641.wmf]U
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, si ha:

h = -1 – h [image: image642.wmf]2
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E20.4 – Stabilire se i sottospazi U1 = L(u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0)) e U2 = L(v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1)) di R3 coincidono.

Soluzione

Per dimostrare che U1 = U2 basta riconoscere che:

1. dim(U1) = dim(U2);
2. i vettori di una base di uno dei due sottospazi, ad esempio di U1, sono L.D. dai vettori di una base di U2: in tal caso la base di U1 appartiene ad U2 e può considerarsi base di U2, così che U1 = U2.

Dim. 1  

· Studiamo la L.D./L.I. di u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0):

Sia A = [image: image643.wmf]÷
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: poiché a12,12 =1-2 = -1[image: image644.wmf]Þ
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rang(A) = 2 = n[image: image645.wmf]2
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sono L.I.[image: image646.wmf]Þ

 { u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0)} è una base di U1 e dim(U1) = 2.

· Studiamo la L.D./L.I. di v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1):

Sia A’ = [image: image647.wmf]÷
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: poiché a12,12 =1-0 = 1[image: image648.wmf]Þ
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rang(A’) = 2 = n[image: image649.wmf]2
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 sono L.I.[image: image650.wmf]Þ

 { v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1)} è una base di U2 e dim(U2) = 2.

Dunque, dim(U1) = dim(U2).

Dim. 2 – Consideriamo la matrice formata dai vettori u1,u2, v1, v2:


[image: image651.emf]
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Se rang(A) = 3, i vettori sono L.I. sono solo tre e questo vuol dire che uno dei vettori della base di U1 non appartiene ad U2 e quindi U1 è diverso da U2, se invece rang(A) = 2 , i vettori L.I. sono solo due e ciò comporterebbe che i vettori della base di U1 apparterebbero a U2  e, quindi, sarebbe  U1 = U2.

Calcoliamo il rango di A.

Poiché a12,12 = 1 - 2 = -1 e l’orlato a123,123 = [image: image652.wmf]0
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E. Cambiamento di base 
E21 – Nello spazio vettoriale R3 sono dati i seguenti vettori:

v1 = (2,-1,1)
v2 = (1,0,-1)
 v3 = (0,1,2)

a) Verificare che B’ = [image: image655.wmf]{
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è una base di R3.

b) Scrivere le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del 

cambiamento di base dalla base canonica alla base B’;
c) determinare le coordinate del vettore u = (1,1,1) rispetto alla base B’;
d) dire se le basi sono equiverse o controverse.

Svolgimento

a) Per dimostrare che B’ = [image: image656.wmf]{
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 è una base di R3 basta verificare che i tre vettori sono L.I. ovvero che il determinante della matrice formata dalle coordinate dei tre vettori è non nullo:

[image: image657.wmf]0
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b) Le relazioni che legano le coordinate del generico vettore v [image: image658.wmf]3

R

Î

 rispetto alle basi B e B’ sono date in forma matriciale da 

X = A ∙ X’

dove 

· X rappresenta la matrice colonna delle coordinate di v rispetto a B,
· X’ rappresenta la matrice colonna delle coordinate di v rispetto a B’,
· A è la matrice del cambiamento di base le cui colonne sono le coordinate dei vettori della base B’ rispetto alla base B.
In questo caso, poiché la base B è quella canonica, le coordinate  dei vettori di B’ rispetto a B sono quelle assegnate. Dunque:

1. La matrice del cambiamento  di base è 

A = [image: image659.wmf]÷
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2. L’equazione matriciale del cambiamento di base è:

[image: image660.wmf]=
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c) Calcoliamo le coordinate di u = (1,1,1) rispetto alla base B’.
Utilizzando le formule del cambiamento di base, (b.2), si ha:

[image: image663.wmf]ï
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d) Ricordiamo che due basi B e B’ si dicono equiverse (o orientate concordemente) se det(A) > 0, mentre si dicono controverse (o orientate discordemente) se det(A) < 0 , dove A è la matrice di passaggio dalla base B alla B’.
Nel nostro caso, poiché det(A) = 5 > 0, le basi B e B’ sono equiverse.  

E22 – Nello spazio vettoriale R3, sono dati i seguenti vettori:

u1 = (1,1,1), u2 = (0,0,1), u3 = (1,0,1), u4 = (1,0,0), u5 = (2,1,2).

a) Verificare che B={ u1 , u2 , u3 }  e B’= { u3 , u4 , u5 } sono due basi di 

R3.

b) Scrivere la matrice del cambiamento di base da  B a B’ e da B’ a B.
c) Determinare le coordinate del vettore v = u1 + u2 + u3 sia rispetto alla base 
B sia rispetto alla base B’.
Soluzione

a) Per verificare che B è una base di R3 è sufficiente verificare che la matrice A avente per righe (o colonne) i vettori u1, u2 e u3, è non singolare:

det(A) = [image: image664.wmf]0
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Analogamente, per verificare che B’ è una base di R3 è sufficiente verificare che la matrice A’ avente per righe (o colonne) i vettori u3, u4 e u5, è non singolare:

            det(A’) = [image: image665.wmf]0
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Dunque, B e B’ sono due basi di R3.

b) Poiché la matrice del cambiamento di base da B a B’ è, per definizione, la matrice che per colonne le coordinate dei vettori u3, u4 e u5 rispetto a B’, calcoliamo dapprima tali coordinate:

 u3 = xu1 + yu2 + zu3[image: image666.wmf]Þ
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[image: image667.wmf])
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analogamente:

u4 = xu1 + yu2 + zu3[image: image668.wmf]Þ
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[image: image669.wmf])
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infine:

u5 = xu1 + yu2 + zu3[image: image670.wmf]Þ
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[image: image671.wmf])
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Quindi, le coordinate dei vettori della base B’ rispetto alla base B sono:

u3 = (0,0,1), u4 = (0,-1,1), u5 = (1,0,1)

e la matrice del cambiamento di base da B a B’ è:
[image: image672.wmf]÷
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La matrice del cambiamento di base da B’ a B è l’inversa della matrice [image: image673.wmf]÷
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A’ = A-1. 

Applicando il metodo dell’aggiunta, si ha:

[image: image674.wmf]÷
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dove:

(-1,0,1) sono le coordinate di u1 nella base B’;
(1,-1,0) sono le coordinate di u2 nella base B’;
(1,0,0) sono le coordinate di u3 nella base B’.
c) Poiché v = u1 + u2 + u3 [image: image675.wmf])
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 nella base B, essendo (1,1,1) i coefficienti della combinazione. 

Calcoliamo, ora, le coordinate di v nella base B’, utilizzando le formule del cambiamento di base date da:

X’ = A-1∙X

Esplicitando tale relazione matriciale, si ottiene:

[image: image676.wmf]=
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nella base B’.
E23 – Dato il sottoinsieme U di R4 così definito

[image: image678.wmf]{
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1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R4
2. Calcolare un sistema di generatori di U

3. Calcolare una base B’ e la dimensione di U

4. Verificare che u = (2,-2,3,-4) [image: image679.wmf]Î

U

5. Calcolare le coordinate di u = (2,-2,3,-4) rispetto alla base B’.
6. Calcolare la matrice di trasformazione e le equazioni della trasformazione dalla base  canonica B= {e1, e2}  alla base B’ = {u1, u2}.

Soluzione

1. U è sottospazio di R4 se e solo se:

a) U[image: image680.wmf]Æ

¹

: ovvia perché almeno 0 = (0,0,0,0) [image: image681.wmf]Î

U;

b) [image: image682.wmf]U
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Infatti, se u, u’ [image: image683.wmf]Î

U si ha:
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2. [image: image686.wmf]U
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Dunque, U è un sottospazio vettoriale di R4.

Inoltre, osserviamo che U = {(x,y,z,t)[image: image689.wmf]0
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} ={(x, - x, z, - 2x}.

3. Calcoliamo un sistema di generatori di U.
[image: image690.wmf]=
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[image: image691.wmf])
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Detti u1 = (1,-1,0,-2) e u2 = (0,0,1,0), poiché ogni vettore di U è una combinazione di  u1 = (1,-1,0,-2) e u2 = (0,0,1,0), si ha che U è il sottospazio generato da  u1 e u2, U = L (u1 , u2).

4. Studiamo la lineare dipendenza/indipendenza di u1 e u2.

La matrice associata ai due vettori è A = [image: image692.wmf]÷
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Poiché esiste il minore estratto a12,23 = [image: image693.wmf]Þ
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 rang(A) = 2 = n,  quindi i due vettori u1 e u2 sono L.I. e B’ = { u1 , u2 } è una base di U.

Poiché  dim(U) = 2 < dim(R4) = 4, U è un sottospazio proprio di R4.

5. Verifichiamo che u = (2,- 2, 3, -4) [image: image694.wmf]U
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Infatti: [image: image695.wmf].
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6. Calcoliamo le coordinate di  u = (2,- 2, 3, -4) rispetto alla base B’= {u1, u2}, ovvero calcoliamo [image: image696.wmf]2
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Risolviamo [image: image697.wmf]Þ
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Quindi, poiché u = 2∙u1 + 3∙u2, le coordinate di u rispetto a B’  sono 2 e 3:  u = (2,3) .

7. Ricordiamo che la matrice P di passaggio dalla base B = {e1,e2} alla base B’ = {u1,u2} ha per colonne le coordinate di u1 e u2 rispetto a B ovvero:

u1 = (1,-1) e u2 = (0,0).

La matrice di passaggio è:

P = [image: image699.wmf]÷
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E le equazioni di passaggio, in forma matriciale, sono date da:
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E24.1 – Dato il sottoinsieme U = [image: image703.wmf]{
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1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R4
2. Calcolare un sistema di generatori di U

3. Calcolare una base B’ e la dimensione di U

4. Calcolare le coordinate del vettore u = (1,1,1,1) rispetto alla base B’
5. Calcola la matrice P di passaggio dalla base B = {e3, e4) alla base B’. 
Soluzione

Dim. 1 

a) U [image: image704.wmf]Æ

¹

 perché almeno 0 = (0,0,0,0) [image: image705.wmf]U
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b) Dimostriamo che [image: image706.wmf]U
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c) Dimostriamo che [image: image708.wmf]U
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Dunque, U è un sottospazio di R4.

Dim 2 – Calcoliamo un sistema di generatori di U. 

Poiché [image: image710.wmf]:
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Si ha che u1 = (1,1,0,0) e u2 = (0,0,1,1) è un sistema di generatori di U, U = L(u1, u2).

Dim. 3 – Verifichiamo se i vettori u1 = (1,1,0,0) e u2 = (0,0,1,1) sono L.I.

Poiché la matrice formata dalle componenti di u1 e u2 

[image: image712.emf]








A

=

1 0

1 0

0 1

0 1

æ

è

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷


ha rango uguale a 2, a13,12 = 
[image: image713.emf]=1=0
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, i vettori  u1 e u2 sono L.I. e quindi il sistema di generatori è una base di U, B’= {u1, u2}.

La dimensione di U è dim(U) = 2.

Dim. 4 – Calcoliamo le coordinate di u = (1,1,1,1) [image: image714.wmf]Î

 U rispetto alla base B’.
Risolvo: u = x∙u1 + y∙u2 [image: image715.wmf]Þ
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[image: image716.wmf]î
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Quindi, le coordinate di u rispetto a u1 e u2 sono (1,1), u = (1,1).

Dim. 5 – Sia B={e3, e4} e sia B’ = {u1 , u2}. 

Poiché le coordinate di u1 e di  u2 rispetto a {e3, e4} sono: u1 = (0,0) e u2 = (1,1), si ha che la matrice P di passaggio da B a B’ è:

P = [image: image717.wmf]÷
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 e l’equazione matriciale di passaggio è:
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E24.2 – Dato l’insieme U = [image: image720.wmf]{
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1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R2
2. Calcolare un sistema di generatori di U

3. Calcolare una base B’ e la dimensione di U

4. Calcolare le coordinate del vettore u = (1,2) rispetto alla base B’.
F. Operazioni con i sottospazi
SottospaziO intersezione, somma, supplementare
F1 – Siano U = [image: image721.wmf]{
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 due sottospazi di R3. Determinare:

a) Una base e la dimensione di U e W;

b) I sottospazi [image: image723.wmf]W
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 e U + V.

Soluzione

a)  

1) Calcoliamo una base e la dimensione di U. 
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Detti  u1 =(-1,1,0) e u2 = (1,0,1), essi sono due generatori di U che si dimostrano essere L.I.

Dunque: una base di U è BU ={u1 =(-1,1,0),  u2 = (1,0,1)} e dim(U) = 2.

2)  Calcoliamo una base e la dimensione di W. 
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[image: image731.wmf])
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Detti  w1 =(1,1,0) e w2 = (0,0,1), essi sono due generatori di W che si dimostrano essere L.I.

Dunque: una base di W è BW  = {w1 =(1,1,0), w2 = (0,0,1)} e dim(W) = 2.

b1) Calcoliamo il sottospazio intersezione [image: image732.wmf]W
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[image: image734.wmf]:
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Detto v = (1,1,2), si ha che [image: image736.wmf]W
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 ha un sistema di generatori formato dal solo vettore v [image: image737.wmf]0

¹

, [image: image738.wmf]W
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= L(v = (1,1,2)), e di conseguenza dim([image: image739.wmf]W

U
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) = 1 e una base è B[image: image740.wmf]W

U
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 = {v = (1,1,2)}.

b2) Calcoliamo il sottospazio somma U + W.  

Poiché una base di U è BU = {u1 =(-1,1,0),  u2 = (1,0,1)}, il generico  vettore di U è del tipo

u = [image: image741.wmf])
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e poiché una base di W è BW   = {w1 =(1,1,0), w2 = (0,0,1)}, il generico  vettore di W è del tipo

w = [image: image742.wmf])
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Di conseguenza, il generico vettore di U + W è del tipo:

v = u + w = (-x+y,x,y) + (x’,x’,y’) = (-x,x,0) + (y,0,y) + (x’,x’,0) + (0,0,y’) = 

= x(-1,1,0) + y(1,0,1) + x’(1,1,0) + y’(0,0,1)

Ne segue che un sistema di generatori di U + W è dato da:

v1 = (-1,1,0), v2 = (1,0,1), v3 = (1,1,0), v4 = (0,0,1).

Quindi: U + W = L(v1 = (-1,1,0), v2 = (1,0,1), v3 = (1,1,0), v4 = (0,0,1)).

Studiamo la L.D. - L.I. di tale sistema di generatori del sottospazio U + W.

Consideriamo la matrice A = [image: image743.wmf]÷
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 e calcoliamo il rango. Poiché:

a12,12 = [image: image744.wmf]0
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rang(A) = 3 < n = 4[image: image746.wmf]Þ


v1 = (-1,1,0), v2 = (1,0,1), v3 = (1,1,0), v4 = (0,0,1) sono L.D e poiché a123,123 [image: image747.wmf]0

¹

, si ha che v1, v2 e v3  sono L.I. così che:  

· dim(U + W) = 3  

· una base di U + W è B = {v1 = (-1,1,0), v2 = (1,0,1), v3 = (1,1,0)}.

Il generico vettore di U + W è:

v = x∙v1+y∙v2+z∙v3 = (-x,x,0) + (y,0,y) + (z,z,0) = (-x + y + z, x + z, y), [image: image748.wmf].
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Inoltre, poiché dim(U + W) = 3 [image: image749.wmf]3
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F2 – Nello spazio vettoriale R4 si considerino i sottospazi:

[image: image750.wmf]{
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  e  W = L(w1, w2, w3)
dove w1 = (1,2,0,1), w2 = (1,0,1,1), w3 = (1,1,-1,1).

Determinare:

a) una base di U e una base di W;

b) i sottospazi U + W e U [image: image751.wmf]Ç

W;

c) per quale valore dei parametri h e k il vettore v = (k+1,k,1,h+k) appartiene a U[image: image752.wmf]Ç

W.

Soluzione

a) Determiniamo una base di U. Dall’equazione x = y + z + t:

· per y=1, z=0, t=0  si ha x = 1[image: image753.wmf]U
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· per y=0, z=1, t=0  si ha x = 1[image: image754.wmf]U
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· per y=0, z=0, t=1  si ha x = 1[image: image755.wmf]U
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Quindi una base di U è BU = {u1, u2, u3} e dim(U) = 3.

Per determinare una base di W, studiamo la L.D./L.I. del sistema di generatori di W e per questo studiamo il rango della matrice 

A = [image: image756.wmf]÷
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a12,12 = [image: image757.wmf]0
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i tre vettori w1 = (1,2,0,1), w2 = (1,0,1,1), w3 = (1,1,-1,1) sono L.I. e dunque formano una base di W:

BW  = {w1, w2, w3} e dim(W) = 3.

b) Calcoliamo i sottospazi U + W e U [image: image759.wmf]Ç

W.

Un sistema di generatori di U + W è dato dall’insieme dei vettori di BU e BW,  cioè U + W = L(u1, u2, u3, w1, w2, w3).
Tali vettori sono sicuramente L.D. e, tra essi, al massimo 4 sono L.I. 

Determiniamo, quindi, quanti e quali sono fra essi i vettori L.I. 

Considerata la matrice A = [image: image760.wmf]÷
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rang(A) = 4 e quindi 4 sono i vettori L.I. 

Essi sono: u1, u2, u3, w1 [image: image762.wmf]Þ

 BU+W  = {u1, u2, u3, w1}.

Infine, poiché  dim(U + W ) = 4 [image: image763.wmf]Þ

U + W = R4.

Calcoliamo, ora, il sottospazio U [image: image764.wmf]Ç

W e per questo troviamo prima le equazioni di W.

Sia w = (x,y,z,t) [image: image765.wmf])
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[image: image767.wmf]Þ
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[image: image768.wmf]0
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Quindi:

W = [image: image769.wmf]{
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[image: image770.wmf]{
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Per la relazione di Grassmann si ha:

dim(U [image: image771.wmf]Ç

W) = dim(U) + dim(W) – dim(U + W) = 3 + 3 – 4 = 2 .

c) Imponiamo che v = (k+1,k,1,h+k) [image: image772.wmf]Î

 U [image: image773.wmf]Ç

W; deve essere:
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F3 – Nello spazio vettoriale R4, determinare un sottospazio supplementare del sottospazio [image: image775.wmf]=

U

L((1,2,-1,1), (0,1,2,1)).

Soluzione

Innanzitutto verifichiamo che u1 = (1,2,-1,1) e u2 = (0,1,2,1), generatori  di U, sono L.I. e quindi una base di U. Infatti, considerata la matrice 
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poiché a12,12 = [image: image777.wmf]2
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 e i due vettori sono L.I. e costituiscono una base di U.

Per determinare un sottospazio supplementare di U, completiamo la base di U in modo da ottenere una base di R4: se u3 e u4 sono i vettori che completano la base di U, allora il sottospazio U’ = L(u3, u4) è un supplementare di U. 

Ricorda che U e U’ sono sottospazi supplementari di R4 se
[image: image778.wmf]{
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A tal fine, scegliamo come vettori che completano la base di U, i vettori

u3 = e3 = (0,0,1,0) e u4 = e4 = (0,0,0,1).

Poiché:
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i 4 vettori u1, u2, u3 e u4 costituiscono una base di R4 e di conseguenza un sottospazio supplementare di U è 

U’ = L(u3, u4) = L((0,0,1,0),(0,0,0,1)).

F4 – Nello spazio vettoriale M(2,2), determinare un sottospazio supplementare del sottospazio U = L([image: image781.wmf]÷
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G.  Autovalori, autovettori, autospazi
G1 – Determinare autovalori e autospazi della matrice A = [image: image782.wmf]1
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 e stabilire se A è diagonalizzabile. In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.

Soluzione

Siano [image: image783.wmf]R
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 e [image: image784.wmf]1
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, con X [image: image785.wmf]0
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. Imponiamo che [image: image786.wmf]l

sia un autovalore ed X un autovettore di A [image: image787.wmf]Þ
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Poiché deve essere X[image: image789.wmf]0

¹

, il sistema omogeneo deve ammettere soluzioni non banali e ciò impone che il determinante dei coefficienti sia uguale a zero:
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Dunque, la matrice A ha tre autovalori distinti, di molteplicità algebrica uguale a uno 1: 

ma(1) = 1, ma(-1) = 1,  ma(2) = 1.

Calcoliamo gli autospazi associati a ciascun autovalore.

1. Calcoliamo Vλ1, dove λ1 = 1.

Sostituendo [image: image792.wmf]1
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 nel sistema (1), si ha: 
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Quindi, l’autospazio Vλ1 relativo all’autovalore [image: image794.wmf]1
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Pertanto: [image: image796.wmf].
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2. Calcoliamo Vλ2, dove λ2 = -1

Sostituendo [image: image797.wmf]1
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 nel sistema (1), si ha: 
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Risolviamo il sistema. Poiché

[image: image799.wmf]2
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 e il sistema ammette ∞1 soluzioni che si ottengono considerando le prime due equazioni nelle due incognite x1 e x2; si ha:
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Quindi, l’autospazio Vλ2 relativo all’autovalore [image: image801.wmf]1
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Pertanto: [image: image803.wmf].
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3. Calcoliamo Vλ3, dove λ3 = 2.

Sostituendo [image: image804.wmf]2
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 nel sistema (1), si ha: 
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 Risolviamo il sistema. Poiché
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 e il sistema ammette ∞1 soluzioni che si ottengono considerando le prime due equazioni nelle due incognite x1 e x2; si ha:
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Quindi, l’autospazio Vλ3 relativo all’autovalore [image: image808.wmf]2
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Pertanto: [image: image810.wmf].
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Poiché la matrice A ammette autovalori distinti che hanno molteplicità algebrica uguale alla molteplicità geometrica, la matrice A è diagonalizzabile.

Una matrice che diagonalizza A  è la matrice P che ha per colonne gli autovettori associati agli autovalori:

[image: image811.wmf]1
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La matrice diagonale D simile ad A è 

[image: image812.wmf]2
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avente per diagonale gli autovalori di A.

G2 – Determinare autovalori e autospazi della matrice A = [image: image813.wmf]3
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 e stabilire se A è diagonalizzabile. 

In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.

Soluzione

Siano [image: image814.wmf]R

Î

l

 e [image: image815.wmf]1
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Î

, con X [image: image816.wmf]0

¹

. Imponiamo che [image: image817.wmf]l

sia un autovalore ed X un autovettore di A: 
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Affinché tale sistema omogeneo ammetta una soluzione non banale (X[image: image819.wmf]¹

0) deve essere il determinante della matrice dei coefficienti uguale a zero:
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· Quindi, la matrice A ha due autovalori distinti:

· λ = 1 con molteplicità algebrica 2, ma(1) = 2

· λ = 3 con molteplicità algebrica 1, ma(3) = 1

Calcoliamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore.

1. Calcoliamo Vλ1, dove λ1 = 1.

Sostituendo [image: image821.wmf]1
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 , si ha: 
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Quindi, l’autospazio Vλ1 relativo all’autovalore [image: image824.wmf]1
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2. Calcoliamo Vλ3, dove λ3 = 3.

Sostituendo [image: image827.wmf]3
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, si ha: 
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 Quindi, l’autospazio Vλ3 relativo all’autovalore [image: image830.wmf]3
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Pertanto: [image: image832.wmf].
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Poiché la matrice A ammette due autovalori distinti che hanno molteplicità algebrica uguale alla molteplicità geometrica, la matrice A è diagonalizzabile.

Una matrice che diagonalizza A  è la matrice P che ha per colonne tre autovettori dei quali due associati all’autovalore λ = 1 e uno associato  all’ autovalorie λ = 3.

Due autovettori associati a λ = 1 sono
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mentre  un autovettore associato a λ = 3 è
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Di conseguenza, una matrice che diagonalizza A  è 
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e la matrice diagonale D, simile ad A, è [image: image836.wmf]3
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G3 – Calcolare autovalori, autovettori e autospazi della seguente matrice:

[image: image837.wmf]1
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e stabilire se essa è diagonalizzabile. 
In caso affermativo, calcolare la matrice che diagonalizza A.

Soluzione

Gli autovalori della matrice A si ottengono risolvendo l’equazione caratteristica 

P(λ) = 0

[image: image838.wmf]=
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Le soluzioni sono: [image: image840.wmf]1
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La matrice A ha tre auto valori distinti di molteplicità algebrica 1:

ma(1) = 1, ma(-1) = 1, ma(2) = 1.

Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun autovalore.

1) λ1 = 1.

Se X è un autovettore relativo a  λ1 = 1, deve aversi:

AX = 1∙X [image: image843.wmf]Þ
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 (generico autovettore associato a λ1 = 1).

Calcoliamo l’autospazio relativo a λ1 = 1:
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La dimensione di V(1) = 1[image: image848.wmf]1
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: dunque, ma(λ=1) = mg(λ=1)= 1.

2) λ2 = -1.

Se X è un autovettore relativo a  λ2 = -1, deve aversi: A∙X = - X [image: image849.wmf]Þ
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 (generico autovettore associato a λ2 = -1).

Calcoliamo l’autospazio relativo a λ2 = -1:

[image: image852.wmf])

1

1

2

(

1

1

2

2

)

1

(

2

2

2

2

2

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

+

-

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

×

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

Î

"

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

-

=

L

x

R

x

x

x

x

V

l

.

La dimensione di V(-1) = 1[image: image853.wmf]1
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: dunque, ma(λ = -1) = mg(λ = -1) = 1.

3) λ3 = 2.

Se X è un autovettore relativo a  λ3 = 2, deve aversi: AX = 2 ∙ X [image: image854.wmf]Þ
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 (generico autovettore associato a λ3 = 2).

Calcoliamo l’autospazio relativo a λ3 = 2:
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La dimensione di V(2) = 1[image: image858.wmf]1
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: dunque, ma(λ = 2) = mg(λ = 2) = 1.

Poiché la matrice A ha autovalori tutti reali con molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, la matrice A è diagonalizzabile:

a) una matrice che diagonalizza A è:  P = [image: image859.wmf]1
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b) una matrice diagonale simile ad A è:  D = [image: image860.wmf]2
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(matrice diagonale degli autovalori).
G4 - Calcolare autovalori, autovettori e autospazi della seguente matrice
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e stabilire se A è diagonalizzabile. In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.

Risoluzione
Gli autovalori della matrice A si ottengono risolvendo l’equazione caratteristica P(λ) =0 [image: image862.wmf]Þ
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[image: image865.wmf]).
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Dunque, l’equazione caratteristica di A è un’equazione di 3° grado avente tre radici reali, λ1 = 0 di molteplicità algebrica ma(λ=0) = 1 e λ2 = 3 di molteplicità algebrica ma(λ=3) = 2.

Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun autovalore.

a) λ1 = 0.

Se X è un autovettore relativo a  λ1 = 0, deve aversi: AX = λ1·X [image: image866.wmf]Þ
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Poiché nella matrice dei coefficienti 

C = [image: image869.wmf]÷
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è a12,12 = [image: image870.wmf]2
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 per cui il sistema ammette ∞3-2 = ∞1 soluzioni. 

Calcoliamo tali soluzioni:
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Quindi, il generico autovettore relativo a  λ1 = 0 è X = [image: image873.wmf]R
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Vλ=0 = [image: image874.wmf]=
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Poiché dim(Vλ=0) = 1 [image: image876.wmf]).
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b) λ2 = 3.

Se X è un autovettore relativo a  λ2 = 3, deve aversi:

AX = 3∙X [image: image877.wmf]Þ
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[image: image879.wmf]ï
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Quindi, il generico autovettore relativo a  λ2 = 3 è 

X = [image: image880.wmf]R
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e l’autospazio associato a tale autovalore è:

Vλ=0=[image: image881.wmf]=
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[image: image882.wmf]))
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Poiché dim(Vλ=3) = 2 [image: image883.wmf]).
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Poiché la matrice A ha autovalori tutti reali con molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, essa è diagonalizzabile.

La matrice che diagonalizza A è:

[image: image884.wmf]÷
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(le colonne della matrice P sono autovettori di A).

La matrice diagonale, simile ad A, è:

[image: image885.wmf]÷
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(gli elementi della diagonale sono gli autovalori di A).
H.  Prodotti scalari di Rn
H1 – Verificare che l’applicazione [image: image886.wmf]R
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è un prodotto scalare euclideo di R2.

Calcolare, inoltre, la matrice associata al prodotto scalare euclideo rispetto alla base canonica B = {e1, e2} di R2.

Soluzione

a) Verifichiamo che [image: image888.wmf]R

R

R

®

´

*

2

2

:

verifica le 5 proprietà di prodotto scalare euclideo.

[image: image889.wmf]R

h

V

z

z

v

y

y

v

x

x

v

Î

"

Ù

Î

=

=

=

"

)

,

(

),

,

(

),

,

(

2

1

3

2

1

2

2

1

1

 si ha:

1.  [image: image890.wmf]1

2

2

1

v

v

v

v

*

=

*


[image: image891.wmf]î

í

ì

+

=

*

=

*

+

=

*

=

*

2

2

1

1

2

1

2

1

1

2

2

2

1

1

2

1

2

1

2

1

2

)

,

(

)

,

(

2

)

,

(

)

,

(

x

y

x

y

x

x

y

y

v

v

y

x

y

x

y

y

x

x

v

v


La (1) è vera.
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La (2) è vera.

3. [image: image895.wmf])
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La (3) è vera.

4. [image: image897.wmf]0
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La (4) è vera.
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La (5) è vera.

Dunque, la funzione [image: image901.wmf]*

 è un prodotto scalare euclideo di R2.

b) Calcoliamo la matrice associata al prodotto scalare euclideo rispetto alla base canonica, cioè:

A = [image: image902.wmf]÷
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Poiché:
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si ha:

A = [image: image907.wmf]÷
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Si noti che:

· e2 è un versore di R2, essendo [image: image908.wmf]1
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· e1 ed e2 sono vettori ortogonali poiché [image: image909.wmf].
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H2 – Determinare la matrice associata al prodotto scalare euclideo così definito:

[image: image910.wmf]'
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rispetto alla base B’= {u1 = (1,1), u2 = (2,-1)} di R2.

Soluzione

Calcoliamo gli elementi della matrice associata:

· [image: image912.wmf]3
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· [image: image915.wmf]9
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La matrice associata al prodotto scalare, rispetto alla base B’ è:

A = [image: image916.wmf]÷
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H3 – Stabilire se il prodotto scalare di R3 così definito:

[image: image917.wmf]3
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è un prodotto scalare euclideo.

Soluzione

È facile verificare che sussistono le proprietà (1), (2), (3) di prodotto scalare euclideo.

Verifichiamo la (4): [image: image919.wmf]0
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Poiché [image: image920.wmf]2
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 , se prendiamo v = (0,1,0) risulta:

[image: image921.wmf]0
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e, dunque, il prodotto scalare non verifica la proprietà di essere definito positivo, come richiesto dalla (4): [image: image922.wmf]*

 non è un prodotto scalare euclideo.

H4 - Nello spazio vettoriale euclideo R3, siano dati i vettori 

v1 = (1,2,-1), 

v2 = (1,0,1) 

v3 = (1,2,0) .

a) Calcolare [image: image923.wmf],
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l’angolo [image: image924.wmf]J

 formato da v2 e v3.

b) Determinare il versore di v1.

c) Determinare tutti i vettori ortogonali a v1 e v2 e tutti i vettori ortogonali a v3.

Soluzione

a) [image: image925.wmf];
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L’angolo di due vettori è dato da:[image: image928.wmf]3
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Poiché 

[image: image929.wmf]1
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[image: image930.wmf]5
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 si ha  

[image: image931.wmf]10
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b) Il versore è per definizione 

u1 = [image: image932.wmf])
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c) Un vettore t = (x,y,z) è ortogonale a v1 e v2 se 

t∙v1 = 0 e t∙v2 = 0 cioè se [image: image933.wmf])
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Dunque, i vettori t perpendicolari a v1 e v2 costituiscono il sottospazio vettoriale 

L(1,-1,-1)

di dimensione 1, ortogonale al sottospazio L(v1, v2).

Calcoliamo, infine, i vettori w ortogonali a v3 = (1,2,0).

Affinché w = (x,y,z) sia ortogonale a v3 deve risultare:

 [image: image934.wmf])
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Dunque, i vettori w perpendicolari a v3 costituiscono il sottospazio vettoriale         L((-2,1,0), (0,0,1)), generato dai vettori (-2,1,0) e (0,0,1), di dimensione 2 e  ortogonale al sottospazio L(v3).

H5 – Determinare il vettore proiezione ortogonale del vettore v1(1,1,0) sul vettore v2(1,0,1).

Soluzione

Ricordiamo che la proiezione di v1 su v2 ha:

1. modulo [image: image935.wmf])

cos(
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v

, dove [image: image936.wmf]J

è l’angolo formato dai vettori v1 e v2, 

2. direzione orientata data da vers(v2) = [image: image937.wmf]2
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Di conseguenza:
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Nel nostro caso:

[image: image939.wmf](
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Nota: [image: image940.wmf](
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H6 – Determinare il vettore proiezione ortogonale del vettore v = (0,1,2) sul sottospazio W generato dai vettori ortogonali v1 = (1,1,0) e v2 = (0,0,1).

Soluzione

Il vettore w richiesto è la somma delle proiezioni ortogonali di v su v1 e v2.

Poiché 

[image: image941.wmf]2
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si ha:

[image: image943.wmf]).
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H7 – Determinare una base ortonormale di R3 a partire dalla base B={v1,v2,v3}, dove v1 = (1,0,1), v2 = (0,1,1), v3 = (0,1,-1).

Soluzione

Applichiamo il metodo di Gram-Schmidt.

1. Determiniamo il versore u1 di v1: u1 = [image: image944.wmf])
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2. Ora calcoliamo un vettore v’2 ortogonale a v1 ponendo v’2 = v2 – (v2∙u1)∙u1[image: image945.wmf]Þ
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[image: image947.wmf])
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Normalizzando, si ha: 

[image: image948.wmf])

3

2

2

,

3

2

,

3

2

2

(

4

1

1

4

1

)

2

1

,

1

,

2

1

(

'

2

'

2

2

-

=

+

+

-

=

=

v

v

u

.

3. Infine calcoliamo un vettore v’3 ortogonale a u1 e u2, ponendo 

[image: image949.wmf]2
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Quindi:

[image: image950.wmf])
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e normalizzando, si ha:

[image: image951.wmf])
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La base richiesta è B’ = {u1, u2, u3).

H8 – Determinare il complemento ortogonale U┴ del sottospazio di R4:

U = {(x1,x2,x3,x4) / x1 + x2 – x3 + x4 = 2x2 – x4 = x4 = 0}.

Verificare, poi, che U [image: image952.wmf]U

Å

┴ = R4.

Soluzione

Il generico elemento di U si ottiene risolvendo il sistema

[image: image953.wmf])
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Pertanto:

· U = L(1,0,1,0), 

· dim(U) = 1, 

· una base di U è B = {u}, dove u = (1,0,1,0).

Il complemento ortogonale U┴ di U è dato da tutti i vettori t = (x1,x2,x3,x4)  ortogonali al vettore u = (1,0,1,0); di conseguenza deve aversi:
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Dunque: U┴ = {(x1,x2,x3,x4) / x3 = – x1} = {(x1,x2,-x1,x4),[image: image956.wmf]R
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= {(x1,0,-x1,0) + (0,x2,0,0) + (0,0,0,x4)} ={x1(1,0,-1,0) + x2(0,1,0,0) + x4(0,0,0,1)}.

Pertanto: U┴ = L((1,0,-1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)).

Inoltre, poiché il sistema di generatori u1 = (1,0,-1,0), u2 = (0,1,0,0), u3 = (0,0,0,1)
di U┴  è  L.I. una base  è  di tale sottospazio è

B’ = {u1,u2,u3} 

e la dimensione è 3.

Infine osserviamo che poiché il sistema formato dai vettori della base di U┴ e di U,

{ u1,u2,u3,u}

è L.I., tale sistema è una base di U+U┴ che risulta essere un sottospazio di R4 di dimensione 4 [image: image957.wmf]U

U
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┴ = R4 [image: image958.wmf]Þ

U[image: image959.wmf]Å

U┴ = R4.

H9 – Determinare una base ortonormale del sottospazio U di R5 così definito:
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Soluzione

1. Ricaviamo dapprima una base di U risolvendo il sistema di equazioni che definiscono U:
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La matrice incompleta è A = [image: image962.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

0

1

0

1

0

1

1

2

0

1

0

0

2

1

1

. Calcoliamo il rango di A:

a12,12 = [image: image963.wmf]0
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 il sistema ammette [image: image965.wmf]2
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 autosoluzioni. 

Calcoliamo  le autosoluzioni del sistema, considerando x1,x2,x5 come incognite:
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Quindi:
U = (-2x3+x4, -x4, x3, x4, 0) = (x4,-x4,0,x4,0) + (-2x3,0,x3,0,0) = x4(1,-1,0,1,0) + x3(-2,0,1,0,0)
Un sistema di generatori di U è S = {u1=(1,-1,0,1,0), u2=(-2,0,1,0,0)} e poiché u1 e u2 sono L.I., una base di U è B = {u1=(1,-1,0,1,0), u2=(-2,0,1,0,0)} e la dimensione di U è dim(U) = 2. Ora, a partire da  B, calcoliamo una base ortogonale B’= {u1, u2’} di U.

Sia u2’ un elemento di U ortogonale a u1 [image: image967.wmf]Þ
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Di conseguenza, un vettore di U ortogonale a u1 si ottiene per x4 = 2 e x3 = 3 [image: image971.wmf]Þ
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Una base ortogonale di U è B’ = {u1 = 1,-1,0,1,0), u2’ = (-4,-2,3,2,0)}.

Infine, calcoliamo una base ortonormale B’’. normalizzando B’:
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H10 – Data la matrice simmetrica A = [image: image978.wmf]÷
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, determinare una matrice ortogonale C tale che CT∙A∙C sia diagonale.

Soluzione

Ricordiamo che una matrice che diagonalizza A è la matrice P avente per colonne gli autovettori di A: normalizzando gli elementi di P, si ottiene la matrice ortogonale C che diagonalizza A (tale che CTAC = D), richiesta dall’esercizio.
Calcoliamo, quindi, gli autovettori di A = [image: image979.wmf]÷
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:

det(A - λ∙I) = 0 [image: image980.wmf].
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Le soluzioni dell’equazione caratteristica sono: λ1 = - 3 e λ2 = 2.

Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun auto valore.

a) Per λ1 = - 3, si ha:
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Quindi, un autovettore relativo a λ1 = - 3 è 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

1

2

x

x

X


e l’autospazio associato è
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Pertanto: Vλ=-3 = L([image: image986.wmf]÷
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) ; dim Vλ=-3 = 1; ma(-3) = mg(-3) = 1.

b) Per λ2 = 2, si ha:
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Quindi, un autovettore relativo a λ2 = 2 è 
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e l’autospazio associato è
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Pertanto: 

Vλ=2 = L([image: image992.wmf]÷
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) ; dim Vλ=2 = 1; ma(2) = mg(2) = 1.

Due autovettori di A sono:

X1 = [image: image993.wmf]÷
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 sono due vettori L.I. e poiché (1,2)∙(-2,1) = -2 + 2 = 0[image: image998.wmf]Þ
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Infine, se normalizziamo X1 e X2:
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si ha che {X’1, X’2)  è una base ortonormale di autovettori; di conseguenza la matrice ortogonale che diagonalizza A è:

[image: image1003.wmf]=
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H11 – Diagonalizzare la matrice simmetrica 
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tramite una matrice ortogonale.

Soluzione

Dobbiamo determinare una matrice ortogonale C tale che CT∙A∙C sia una matrice diagonale.

Le matrici che diagonalizzano A hanno per colonne n = 3 autovettori L.I. relativi agli autovalori di A. 

Calcoliamo gli autovalori di A, risolvendo l’equazione
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Ora calcoliamo gli autovettori associati a λ1 = λ2 = 2:
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[image: image1009.wmf])
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Quindi, due autovettori di A sono (1,0,1) e (0,1,0).

Ora calcoliamo un autovettore di A relativo a λ3 = - 2:
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[image: image1011.wmf])
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Quindi, un autovettore di A relativo a λ3 = - 2  è : (1,0,-1).

Poiché i tre autovettori (1,0,1), (0,1,0) e (1,0,-1) sono L.I. essi costituiscono una base ortogonale di R3 

B = {(1,0,1), (0,1,0), (1,0,-1)}

e la matrice che diagonalizza A  è

P = [image: image1012.wmf]÷
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Per ottenere la matrice C ortogonale, cioè tale che C-1 = CT, che diagonalizza A dobbiamo normalizzare gli autovettori (1,0,1), (0,1,0), (1,0,-1):

[image: image1013.wmf])
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[image: image1015.wmf])
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Quindi, la matrice ortogonale che diagonalizza A è:
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La matrice diagonale di A è:
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H12 – Dato il  sottospazio vettoriale di R4(R)  

[image: image1019.emf]U= {(x,y,z,t)E R* |x =-27+t,y= —z}
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calcolare una base ortogonale e una base ortonormale di U.
Soluzione
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U = L(u1,u2), dove 
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I due vettori 
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ed è 

dim (U) = 2.

Ora calcoliamo una base ortogonale 
[image: image1025.emf]B'={ui,u'2}
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 di U, che alla pari di B avrà dimensione 2.

Si sceglie u1’ = u1 = (-2,-1,1,0) e calcoliamo u2’sia ortogonale a u1’.
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[image: image1029.emf]=47-2t+7+7=0=-t=-67=t=37=u, =(1,-1,1,3)
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Dunque, una base ortogonale di U è:
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Calcoliamo, infine, una base ortonormale B’’:
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H13 – Calcolare la matrice ortogonale che diagonalizza 
[image: image1032.emf]
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Svolgimento 

Cominciamo con il calcolare la matrice P che diagonalizza A.

Gli autovalori di A si ottengono risolvendo 


[image: image1033.emf]1-A =2
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[image: image1034.emf]= -2-A4+2A+A7-4=0=A"+A-6=0= A =2,A, =-3
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Calcoliamo due autovettori di A associati ai due autovalori.

1) Per 
[image: image1035.emf]
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Un autovettore associate a 
[image: image1038.emf]
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2) In modo analogo si ha che un autovettore associato a 
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Pertanto, una matrice che diagonalizza A è:


[image: image1042.emf]
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Poichè gli autovettori X1, X2 sono L.I., essi costituiscono una base di R2 e poichè, come è facile verificare, sono ortogonali essi formano una base ortogonale di R2.

Normalizziamo tale base dividendo ciascun vettore per la norma:


[image: image1043.emf]
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Quindi, una base ortonormale è 
[image: image1044.emf](01,0,)
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e la matrice ortonale che diagonalizza A è:


[image: image1045.emf]SN
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I. Sottospazi vettoriali delle matrici M(m,n)

I1 - Nello spazio vettoriale M(2,2) delle matrici quadrate di ordine 2, si consideri il sottoinsieme 

[image: image1046.wmf]þ
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a) Verificare che W è un sottospazio di M(2,2).

b) Determinare una base e la dimensione di W.

Soluzione

a) Verifichiamo che W è un sottospazio di M(2,2).
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[image: image1050.wmf]W
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3. Verifichiamo che [image: image1051.wmf].
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[image: image1052.wmf]=
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Dunque, per (1), (2) e (3), risulta W un sottospazio di M(2,2).

b) Determiniamo una base e la dimensione di W.

Poiché W ha equazione a + b – c = 0[image: image1054.wmf]÷
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Calcoliamo il rango della matrice avente per righe gli elementi di A1, A2 e A3:
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Poiché a123,234 = [image: image1060.wmf]Þ
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 A1, A2 e A3 sono L.I. e quindi una base di W è  B’ = { A1, A2 e A3 } e la dimensione di W è dim(W) = 3.
I2 – Nello spazio vettoriale M(2,2), sono date le matrici L.I. 
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Determinare le equazioni cartesiane del sottospazio W generato da A1 e A2 nella base canonica di M(2,2).

Soluzione

Poiché { A1, A2} è un sistema di generatori L.I. di W, {A1, A2} è una base di W . Di conseguenza,[image: image1063.wmf]W
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Per questo, poiché a23,34 = [image: image1065.wmf]0
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[image: image1067.wmf].
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Dunque, le equazioni di W sono:

b = 0,  a – c = 0.

Il sottospazio generato da A1 e A2 è:
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I3 – Nello spazio vettoriale M(2,2), sono date le matrici 
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a) Verificare che

B’ = {[image: image1073.wmf]÷
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è una base di M(2,2).

b) Scrivere le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del cambiamento di base dalla base canonica di B di M(2,2) alla base B’.
c) Determinare le coordinate della matrice A’ = [image: image1077.wmf]÷
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rispetto alla base B’ .

Soluzione

a) Consideriamo la matrice A che ha per righe gli elementi delle matrici [image: image1078.wmf]1

A

, [image: image1079.wmf]2

A

, [image: image1080.wmf]3

A

 e [image: image1081.wmf]4
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Poiché: 

det(A) = [image: image1083.wmf]Þ
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Pertanto, possiamo concludere che le quattro matrici sono L.I. e che  B’ è una base dello spazio vettoriale M(2,2).

b) Calcoliamo le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del cambiamento di base dalla base canonica B alla base B’. La matrice del cambiamento di base dalla base canonica B alla base B’ è :
[image: image1085.wmf]÷
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le cui colonne sono le coordinate di [image: image1086.wmf]1
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, [image: image1087.wmf]2
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, [image: image1088.wmf]3
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 e [image: image1089.wmf]4
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 rispetto alla base canonica.Indicate, quindi, con:
1. (a,b,c,d) le coordinate della generica matrice di M(2,2) rispetto alla base canonica B’,
2. (a’,b’,c’,d’) le coordinate della generica matrice di M(2,2) rispetto alla base B’,
allora le equazioni del cambiamento di coordinate sono:
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c) Utilizzando le equazioni precedenti, per la matrice A’ si ha:
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Pertanto, le coordinate di A’ rispetto alla base B’ sono (1,-1,0,2), ovvero:

[image: image1093.wmf]3
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I4 – Nello spazio vettoriale M(2,2):

a) Determinare una base B’ e la dimensione del sottospazio W generato dalle matrici [image: image1094.wmf]÷
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b) Calcolare le equazioni di W rispetto alla base B’.
c) Calcolare le coordinate di [image: image1098.wmf]÷
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 rispetto alla base B’. Soluzione

a) Studiamo la L.I./L.D delle matrici [image: image1100.wmf]÷
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. Per questo, consideriamo la matrice A che ha per righe gli elementi di [image: image1104.wmf],

1

A

[image: image1105.wmf]2

A

, [image: image1106.wmf]3

A

 e[image: image1107.wmf]4

A

:

A = [image: image1108.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

1

1

1

0

1

2

1

1

0

2

0

2

0

1

0

1

.

Poiché 
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e tutti gli orlati del 3° ordine sono:
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la matrice A ha rango uguale a 2: le matrici L.I. di W sono [image: image1111.wmf]÷
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Pertanto, una base di W è :
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e la dimensione di W è 

dim(W) = 2.

b) Calcoliamo le equazioni di W rispetto alla base 
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Le equazioni di W si ottengono risolvendo il sistema:
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c) Calcoliamo le coordinate di A1 e di A2 rispetto alla base B’:
1. [image: image1127.wmf]=
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Le coordinate di A1 rispetto alla base B’  sono h = 1 e k = -1.

2. Per quanto riguarda A2, si può ripetere il procedimento eseguito per il calcolo delle coordinate di A1.

Un secondo modo è il seguente:
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Dunque, le coordinate di A2 rispetto alla base B’ sono h = 2 e k = -2.

I5 – Nello spazio vettoriale M(2,2):
a) Determinare una base B’ e la dimensione del sottospazio W generato dalle matrici [image: image1131.wmf]÷
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b) Calcolare le equazioni di W rispetto alla base B’.
c) Calcolare le coordinate di [image: image1135.wmf]÷
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rispetto alla base B’.
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